Komplexwertige Wavelets und
Phaseninformation, Anwendungen
in der Signalverarbeitung

Y

Diplomarbeit im Rahmen des Diplompriifungsverfahrens
Mathematik an der Universitit Potsdam

angefertigt von

Gerd Teschke

Themenstellung und Betreuung durch

Prof. Dr. Peter Maaf3

Potsdam, im September 1998



LINOALL OV EATLLULTINLD

Inhaltsverzeichnis

Einfiihrung

Notationen

Teil I. Die kontinuierliche Wavelet-Transformation
1 Grundlagen
2 Approximationstheorie

3 Komplexwertige Wavelets
3.1 Progressive Wavelets . . . . . . . ... o o000
3.2 Die Cauchy-Wavelets . . . . . ... ... ... ... ... .......
3.3 Die Morlet-Gaufl-Wavelets . . . . . . .. .. ... ...

3.4 Das Wavelet von Lusin . . . . . . . . . . . . ...

4 Phasen- und Modulusinformation
4.1 Komplex-monochromatische Signale . . . . . . .. ... ... ... ..
4.2 Reell-monochromatische Signale . . . . . .. ... .. ... .. ....
4.3 Homogene Signale . . . . . . . . ... Lo
4.4 Lokal symmetrische und anti-symmetrische Signale . . . . . ... ..

4.5 Stetig-differenzierbare Signale . . . . .. .. ... ...

5 Numerische Realisierung
5.1 Der Reproduktions-Kern . . . . .. ... .. ... .. ... ......

5.2 Lokale Approximation von Wy, f . . . . . .. ... ... L.



LINOALL OV EATLLULTINLD

Teil II. Anwendung - Materialklassifikation

6 Physikalischer Hintergrund
6.1 Grundlagen . . . .. . ... L
6.2 Materialabhingigkeit des Barkhausen-Effektes . . . . . . . . ... ..
6.3 Zielstellung . . . . . .. Lo

7 Ansatz mit der Wavelet-Transformation
7.1 Numerische Umsetzung . . . . . . . . . ... ... ... ...

7.2 Auswahl signifikanter Indikatoren . . . . . . ... .00

8 Statistische Klassifikation
8.1 Regressionsansatz . . . . . . . .. ... oo

8.2 Nichtlineare Diskrimination . . . . . . . . . . . . .. ... ......
9 Zusammenfassung

Literatur

11

34

34
34
35
36

36
37
41

43
43
45

48

50



Einfiihrung

Bei der Analyse und Beschreibung verschiedener Signale aus Technik und Wissen-
schaft ist die Kenntnis iiber Frequenzverteilungen bedeutend. Ein niitzliches Hilfs-
mittel der Analysis, die Wavelet-Transformation, ist dafiir besonders geeignet. Die
Analyse entspricht dabei der Auswertung von Skalarprodukten von translatierten
und dilatierten Versionen eines Wavelets mit der zu untersuchenden Funktion.

Die Wavelets konnen reellwertige oder komplexwertige Funktionen sein. Unter der
Annahme, dafi die zu analysierenden Signale reellwertige Funktionen mit endlicher
L2-Norm sind, stellt sich die Frage, welche Wavelets eine Transformation ohne Infor-
mationsverlust gewéhrleisten. Da sich herausstellen wird, da8 eine Einschrinkung
auf reellwertige Wavelets zu Informationsverlusten fithren kann, besteht die Notwen-
digkeit, geeignete Klassen zu finden, die die Menge der zur Auswahl stehenden Wave-
lets beschriankt. Klassenmerkmale sollten einerseits gute analytische Eigenschaften
sein. Andererseits mufl das Signal hinreichend gut analysiert werden kénnen.
Grundlegende Betrachtungen iiber die Auswertung spezieller Signalklassen sind da-
bei unabdingbar, um typische Eigenschaften aus dem Transformationsergebnis ab-
leiten und um Beziehungen zwischen komplexen Gréfien wie Phase und Modulus und
der zu untersuchenden Funktion herstellen zu kénnen. Die gewonnenen Erkenntnisse
dienen so der Interpretation numerischer Realisierungen.

Dementsprechend werden in den ersten beiden Abschnitten grundlegende Vorausset-
zungen und Eigenschaften der Wavelet-Transformation genannt. Der sich anschlie-
Bende Abschnitt 3 begriindet die Auswahl komplexer Wavelets und gibt eine Be-
schreibung derjenigen Wavelet-Menge, die zur Funktionenanalyse ausreichend ist.
Herleitungsschritte und Charakteristika spezieller komplexer Wavelets sowie die Ent-
wicklung von analytischen Interpretationen des Transformationsergebnisses schlie-
Ben sich im weiteren Verlauf an. Im 4. Abschnitt wird das Phasen- und Modulusver-
halten der Wavelet-Transformation in Abh#ngigkeit vom Signaltyp studiert. Dies
dient der konkreten Ubersetzung von Phasen- bzw. Modulusdarstellung in Funk-
tionencharakteristika und umgekehrt. Der letzte Abschnitt im Te:l I bereitet eine
numerische Implementierung einer diskretisierten Wavelet-Transformation vor.

Ein Anwendungsbeispiel im Teil II bezieht sich auf einen Signaltyp mit gleich-
verteiltem Frequenzspektrum. Es handelt sich dabei um durch Ummagnetisierung
erzeugte Rauschimpulsspannungen in Metalldrihten. Der Kenntnis folgend, daf
der Barkhausen-Effekt materialabhéngig ist, sollen Indikatoren aus der komplexen
Wavelet-Transformation entwickelt werden, die in Beziehung zu den Materialeigen-
schaften stehen. Es kann so moglich werden, Materialklassifikationen zu entwickeln
und diese anstatt materialzerstorender Tests einzusetzen.



Notationen
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Saf
Eyf
fa,b
0

Menge der natiirlichen Zahlen 0,1,2, ...
Menge der ganzen Zahlen ..., —1,0,1,2,...
Korper der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der negativen reellen Zahlen

{(a,b) : a € Ry, be R}

Kérper der komplexen Zahlen

{z€eC: z=z+1y, (z,y) €R?, y>0}

Raum der stetigen Funktionen iiber R

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Funktionen aus C*¥(R) mit kompaktem Triger

{11 f:R=C, [[f(z)lPdz <oc}, 1 <p<oo
Raum progressiver LP-Funktionen *

Raum regressiver LP-Funktionen *

Raum lokalintergrierbarer L'-Funktionen iiber
Schartz-Raum *

Hardy-Raum *

Sobolev-Raum der Ordnung r *

[ f(z)g(z)dz mit f,g € LP(R)

(J|f(z \ l/p p-Norm
[ fy r)dr Faltungsprodukt
d” f(z )

%Sf) n-te Wirtinger Ableitung von f
Realteil von f

Imaginérteil von f
konjugiert-komplexer Wert

{z: f(x) # 0}

\/% [ f(z)e~™“dz Fourier-Transformation

n- te klassmche Ableitung von f

\/% il f(w)e™*dw inverse Fourier-Transformation
Wavelet-Transformation von f zum Wavelet ¢ *
Identitét

Projektor LP — H% *

Projektor LP — H” *

Hilbert-Transformation *

Ty f (z ) f(z —b) Translationsoperator

Sof(z \/H | f(ax) Dilatationsoperator

Eyf(x ) = %% f(z) Modulationsoperator

TaSI/af

f(z) = o(g(x)) f. © — =, falls lim,_,,, f(x)/g9(z) =

Definition an entsprechender Stelle
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Teil I. Die kontinuierliche
Wavelet-Transformation

1 Grundlagen

Die herkémmliche Fourier-Transformation liefert keine Lokalisierung im Phasen-
raum. Durch die Auswahl einer geeigneten Fensterfunktion kann die Fourier-
Transformation zur gefensterten Fourier-Transformation modifiziert werden. Somit
erhilt man eine Lokalisierungsmoglichkeit bzgl. der Zeit in der Frequenzdarstellung.
Groflere Flexibilitat wird jedoch durch die Wavelet-Transformation erzielt.

Definition 1 Der Raum der schnell abfallenden Funktionen
S® ={f|f:R=C feC®R),[z'f(z)"| <¢ l,neN}

heifit Schwartz- Raum.

Die Fourier-Transformation F ist zunichst nur fiir f € L}*(R) oder f € S(R) er-
klirt. Wegen der Parsevalschen Relation (||f||2 = ||f||2) kann F auf L2(R) und auf
S'(R), dem Dualraum von S(R), fortgesetzt werden. Somit kann folgende technische
Bedingung eingefiihrt werden.

Definition 2 (Zulissigkeitsbedingung) Eine Funktion v € L?(R) heifit Wavelet
genau dann, wenn

0<cy :ZQW/R%(M<OO' (1)

Definition 3 Die Wavelet-Transformierte einer Funktion f € L*(R) zum Wavelet
Y ist definiert durch

Wy f(a,b) = |a] /2 / F U = b)Ja)dt, 2)
wobei a € R\ {0} und b € R.

Die Zuléssigkeitsbedingung (1) ist fiir einige konkrete Funktionen v schwierig nach-
zuweisen. Deshalb sind dquivalente Formulierungen wichtig.

Aussage 4 Sei € L*(R) nicht trivial. Ist ¥ stetig bei 0 und gilt (1), dann folgt

1(0) = 0. (3)
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Beweis: Sei 1& stetig bei 0, aber 1&(0) # (0. Dann existieren positive 6 und ¢ derart,
daB |¢(C)| > ¢ falls ¢ € [—0,d]. Somit kann aber (1) nicht konvergieren. O

Aussage 5 Sei 1) € L*(R) N L2(R) (nicht trivial) mit )(0) = 0 und gibt es ein
1> 3>1/2 mit [, |z|°|¢(z)|dz < co. Dann ist i ein Wavelet.

Beweis: Da ¢ € L*(R) und [, [z|°|¢(z)|dz < oo, folgt [5(1 + |z|%)[¢(z)|dz < oo.

Mit (1 + |z])? < 1+ |z|® hat man weiter C = [, (1 + |z])?[¢(z)|dz < oo. Sei
¢(z) = [*_ ¥(t)dt, dann ist zundichst fiir z <0

b)) < /wWﬁwﬁ=/$U+w)WLHwﬂwmﬁ

< (el [ar @i =+l 0@
Fiir z > 0 ist wegen % (0) = 0
@)l < [ ke < @+ la)? [ ()l

und zusammen mit (4) und 8 > 1/2 gilt Vz € R, daB ¢ € L?(R). Die Zuléssigkeits-
bedingung (1) ist mit

- 2 217 2 +1 ~
ey = [~ [IREL G, [ G +

| jw]
w[2[B(w)|? ~ ~
[ R < 3+ 1915 < o
jw|>1 |w‘
erfiillt und es folgt die Behauptung. O

Aussage 6 Seit € L'(R) N L*(R) nicht trivial und habe kompakten Triger. Dann
sind dquivalent:

1. 1(0) = 0.
2. Y st ein Wavelet.

Beweis: (I = 2). Da 9 kompakten Tiager besitzt, ist die Konvergenz _von
Jg |zl (x)|dz fiir alle 3 > 0 garantiert. Nach Aussage 5 folgt 2. (2 = 1). v ist
stetig in einer Nullumgebung. Da v ein Wavelet ist folgt mit Aussage 4 1. U

Eine wesentliche Eigenschaft der Wavelet-Transformation besteht darin, daf sie eine
Isometrie zwischen gewichteten L?-Riumen ist. Auf dem Bildbereich wird die In-
version durch den zu W), adjungierten Operator realisiert. Wy, bildet Elemente des
L*(R?,dadb/a?) (nur des Bildbereiches der Wavelet-Transformation) in L*(R) ab.
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Theorem 7 Sei ) ein Wavelet, welches eine Wawvelet-Transformation definiert.
Dann gilt fiir alle f,g € L*(R)

[ (0@, 0)OWsg(a5) dadb/a = (.9 5)
Fiir alle f € L*(R) und alle z € R an denen f stetig ist, gilt die Inversionsformel
' [ [ Wt @i - v/a)/ (ol ) dodsj* = (o) ©

Beweis: Zunichst folgt mit 1, 5(x) = 73,51 /4% (x) und den Rechenregel der Fourier-
Transformation

{ﬁ\a,b = a|a|71/2672'b“’121\(aw).

Sei F(x) := f(:v)zZ(ax) und G(z) := g(a;){p\(am). Zusammen mit der Identitét von
Plancherel hat man

[ (e to.0)0Wgta )

= Ia\‘I/R< 9= b)/a) dt/ s—b/a)ds) db
= 2ol /R < [P zbwda,-> ( / —ibydy> db

= o /R G(b)F(b)db

= aQ\a\l/Ré(x)F(x)dx.

Werden die Definitionen fiir /', G und ¢, substituiert, so folgt
[ ([ (ovrtan0%a@m) ) seta
R R
_ S — M
B /R (f(x)g(x)/R B da) dz
= s [ [P
- /R (]”(:16)9(:1:)/]R o] dy) d

= c1/)<f,g> = C¢<f,g>

Sei x ein Stetigkeitspunkt von f. Die Funktion g wird durch die Gauffunktion
gol(- — ) = 1/(2y/ma)e (/49 ergetzt und dann der Grenzwert o \, 0 gebildet

flz) = 111m// (Wi f(a, b)) {gal- —x),z/;a,,,)) Ja2dadb

a\,0
= o /IR /R (Wi f(a, b)) () /adadb.

Somit sind (5) und (6) bewiesen. O
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2 Approximationstheorie

Die Auswertung von Transformationsergebnissen ist der Kern der Signalanalyse.
Deshalb ist es notwendig, die Wavelet-Transformation zu motivieren und ihre Ap-
proximationseigenschaften hervorzuheben.

Angenommen, ein beliebiges Signal f € LP(R) ist zu analysieren. Im ersten Schritt
betrachtet man gegléttete Versionen von f. Dazu wahlt man eine reellwertige und
nichtnegative Funktion ¢ € Cf(R) aus und betrachtet die Familie @, (t) = S1/,6(¢),
a > 0, von dilatierten Versionen von ¢. Fiir ¢ soll gelten [ ¢ = 1.

Die geglittete Version von f ist

7u0) = b+ 1(0) = [ 6,0 = (0. @
R
Eine Konvergenzaussage liefert folgendes Lemma.

Lemma 8 Sei [ ¢ = 1. Dann konvergiert die geglittete Version o, von f in LP(R).
D.h. firl <p< oo,
low — fll, = 0 fir a—0. (8)

Ist f sogar gleichmdf$ig stetig, so gilt dies auch fiir p = oo.

(Beweis in [15])

Der Ansatz in der Wavelet-Analysis besteht nun darin, Details zu untersuchen, die
sich von Skale a zu Skale @ — da verdndern. Bildet man den Grenziibergang da — 0,
so gelangt man zu der Darstellung

Wwf(a, b) = _aaaaa(b) = 1y * f(b)a (9)

wobei 1(t) = (td, + 1)¢(t). Die Formeln (7) und (9) &hneln sich, aber ¢(0) = 1 und
¥(0) = 0. Somit zeigt sich, um Details von f zu finden, hat man Faltungen von
f mit dilatierten Versionen von ¢ zu bilden. Nach Definition 3 nennt man sie die
Wavelet- Transformation von f beziiglich des Wavelets .

Die Bedingung (1) macht nur geringe Einschréinkungen an die Funktionen 1. Die
Menge der Wavelets ist sogar dicht in L?(R). Klassifizierende Approximationskrite-
rien sind somit wichtig, um die Auswahl zu erleichtern.
Definition 9 Fir r € R nennt man

SR ={fes| (1+]-)2f() € L*R)}
den Sobolev-Raum der Ordnung r. Die Norm in S™(R) ist gegeben durch

1l = ( [a+ |t\2)rlf(t)\2dt) ”
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Definition 10 Ein Wawvelet v heifit von N-ter Ordnung, falls

1. [pakfp(z)de =0,0< k<N -1,

2. 0# [x"y(z)dr < oo,

Die folgende Aussage zeigt die Bedeutung der geeigneten Wahl der Ordnung des
analysierenden Wavelets im asymptotischen Verhalten fiir a — 0.

Aussage 11 Sei f € S"(R), r € R, und sei ¢ € L*(R) ein Wavelet N-ter Ordnung
mit p = (—1)"/N! [ 2Ny(z)dz. Dann gilt

N(_
%Wﬁ(a, Y-uf™O | =o.

r—N

lim
a—0

(Beweis in [12])

3 Komplexwertige Wavelets

Die analysierenden Wavelets die verwendet werden, sind Abbildungen in C. Somit
geht die reellwertige Darstellung der Wavelet-Transformation in eine komplexwertige
iiber. So kann man in die Lage versetzt werden, Phasen- und Modulusinformationen
der Wavelet-Transformation verwerten zu kénnen, die bei rein reellen Betrachtun-
gen nicht moglich wiren. Es stellt sich zunéchst die Aufgabe, geeignete Klassen von
Wavelets zu finden und Interpretationen der Transformation zu formulieren.

Definition 12 Eine Funktion [ € L?(R) heifit progressiv bzw. regressiv, falls
suppf C R, bzw. suppf C R_. Es se:

H2 ={f:f€ L*R) Asuppf CR,} und H> ={f:f€L*R) Asuppf CR }.

Die Projektoren
P I*R) —» H2(R) und P~ :IL*(R) — H:(R)
wirken wie folgt:

f — Ptf, vermoge f(w)— Ow)f(w), (10)
f = P7f, vermoge f(w)H@(—w)f(w),

wobel © die Heaviside-Funktion ist

©(t) =0 fiir t < 0, 1 sonst.
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Nach der Parsevalschen Relation ist die Fourier-Transformation eine Isometrie auf
L?(R) und sie wird somit durch den adjungierten Operator invertiert. Fiir ein belie-
biges f € #%(R) und ein beliebiges g € H2(R) gilt somit

(f,9)=0,
denn (©(-)f,©(—-)§) = 0. D.h., die durch die Projektoren P* und P~ erzeugten
Unterrdume sind orthogonal
L*(R) = H2 (R) ® H2 (R).

Aufgrund der Orthogonalitéit sind die Unterrdume abgeschlossen. Dies impliziert die
Stetigkeit der Projektoren.

Da P*+ P~ = Id, konnen die Projektoren verwendet werden, um das analysierende
Wavelet und das untersuchte Signal in progressive und regressive Komponenten zu
zerlegen. Man erhélt die Darstellung

Wd,f - WP+¢,P+f + Wp—wp_f. (11)
Ist ¢ nun progressiv, so werden nur positive Frequenzen des Signals sichtbar:
Wy f =W, PTf.

Im allgemeinen Fall bedeutet dies einen a-priori Verlust an Informationen eines
nicht-progressiven Signals f € L?(R), falls das analysierende Wavelet progressiv ist.
Ist f eine reelle Funktion, geht keine Information a-priori verloren, denn die definie-
renden Frequenzen sind positiv oder anders formuliert, die Fourier-Transformierte
ist hermitisch

A~

fw) = f(-w).

Aussage 13 Sei f € L%(R) reellwertig (f ist hermitisch). Dann kann f allein durch
den progressiven Teil Pt f rekonstruiert werden

f(t) =2RPTf(1) \/7 / f )etdw. (12)

F0) = F)=1/(v2R) [ Fw)etdo =1/ 2wy/f%—ww-www

= (/Ooo f( —w)e “tdw +/ f(— Zu”5dw>

0

_ ﬁa( ) + f()W%)

o'} 0

= 1/V2n /OO f(w “"tdw—i— f e“"%lw)
0

= \/2/71'%/ z‘”tdw—2§)“EP+f( ) O
0
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Somit ist die Wavelet-Transformation einer reellen Funktion f beziiglich eines reellen
Wavelets 1 nach (11) und (12) in Terme progressiver Funktionen darstellbar

Wwf(aa b) = <f) wa,b> = 2<§Rp+f: wa,b>
2§R<f, P+¢a,b> = 2§RWP+¢f(a, b)

Beziiglich eines komplexwertigen Wavelets ¢/ hat die Transformation folgende Zer-
legung in Real- und Imaginérteil

Wwf(a” b) = <fa wa,b> = 2§R<fa P+§Rwa,b> - 2’L.§R<f, P+%1/}a,b>
2§RWP+m¢f(a, b) - 2i§RWp+g¢f(a, b) (13)

oder

Wq/}f = (1 — Z) . §RWP+1/;f + (1 + Z) . %WP"‘E‘IC

3.1 Progressive Wavelets

Wegen (13) kann man sich bei der Analyse reellwertiger Signale auf Wavelets
¥ € H?%(R) beschrénken. Fiir die Interpretation der Wavelet-Transformation sind
besonders progressive Wavelets mit reeller Fourier-Transformierter geeignet. Ein
analytisches Hilfsmittel bei der Charakterisierung diesartiger Funktionen ist die
Hilbert-Transformation.

Definition 14 Die Abbildung
H: f— Hf vermége f(w) — —isgn(w)f(w)

wird als Hilbert-Transformation bezeichnet.
Vermoge H modifizieren sich die orthogonalen Projektoren zu

1 1
Pt =_(Id+iH) und P~ = _(Id—iH). (14)

Die multiplikative Verkniipfung im Fourier-Raum entspricht einer Faltung im
Orts-Raum. Da F '(—isgn) zu berechnen ist, wird zunichst (—i)sgn(w) durch
e~¢l*l(—7)sgn(w) approximiert (¢ \, 0), um die Existenz des Integrals abzusichern.
Fiir die inverse Fourier-Transformation der Approximation ergibt sich

—iF (e~ sgn(:))(t) = —i/\/ﬂ/ﬂgsgn(w)e_sh"'“twdw

0 oo
— —Z/\/ﬁ (/ _esw+itwdw+/ e—sw+itwdw)
0

= ~ifVan (6:Llit N it1—€> B ﬁ(fj e?).
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Man hat also unter Zuhilfenahme des Faltungssatzes die Darstellung

1 t—x
Hf(t)=—1 —————dx.
Dieses Integral konvergiert punktweise fast iiberall (vgl. [14]).
Die Projektionen P+ f und P~ f werden somit im Orts-Raum durch das Auswerten
von H f bestimmt. Die Rekonstruierbarkeit geméfl Aussage 13 folgt nun sofort aus
der Modifizierung von P und der Reellwertigkeit von H

£(t) = 2RPY (1) = 2R3 (1d + H) ) (1) = £(0)

Die folgende allgemeine Aussage gibt eine Charakterisierung der gesuchten Funktio-
nen (Wavelets) in der Orts- und Fourierdarstellung.

Aussage 15 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. p € H2(R) und ISP = 0.

2. Rp = —HSp ist eine gerade und So = HRp ist eine ungerade Funktion.

Beweis: (I = 2). Da ¢ H2(R) ist ¢ = Pty. Nach (14) folgt ¢ =
iHp. Somit gilt ¢ = Ry + %gp = (HRp + iSp) = iHRp — HSyp, also
Rp = —HSp und S = HRp. Da Sp = 0 ist &E(p() = 1/2(p(t) + 2(t)) =
1/(2v2r) [° P(w) (e + e Ydw = 1/v27 [;° §(w) cos(wt)dw sowie Sp(t) =
1/2(p(t) = (1) = 1/(2v2n) [;° Blw) (e — W)w_U¢%f w) sin(wt)dw.
(2 = 1). Esist Pt = 1/2(p + iHp) = 1/2(§Rg0 + S + zH(§Rg0 +iSp)) =
1/2(Rp +iSp +iHRp — H \s<p) und durch Einsetzten der beiden Identitéiten folgt

Pto = . Aulerdem ist SP(w) = 1/2([ ¢(t)e "™dt — fmeitwdt) =1/2 [(p(t) —
go( t))e~"dt. Da Ry gerade und S ungearde ist, folgt ¢(t) — p(—t) = 0 also
3P =0 O

Beispiel: > Es wird ein Wavelet konstruiert, bei dem Aussage 15 gut einsehbar ist.

Es sei el
~ 1fallsw € |1,2
w(w)={ L2

0 sonst
Die Zuldssigkeitsbedingung ist somit erfiillt (¢, = mIn4 < co). Fiir ¢ ergibt sich
—~ 1 . .
]_-—lw(t) — 7(62% _ ezt)

V2t

1
= sin(2t) — sin(t)) + ¢(cos(t) — cos(2t
\/%t[( (2) (t)) +i(cos(t) (21))]
siehe auch Abbildung 1. Der Nachteil dieser Konstruktion mit einer stiickweisen
konstanten Fourier-Transformierten besteht darin, dafl das Wavelet in der Ortsdar-

stellung kein gutes Abfallverhalten aufweist. Bessere Ergebnisse werden erzielt, wenn
w bessere Glattheitseigenschaften hat, etwa w € C*(R,). <
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T
Rephi(x) —
Imphi(x) -----

0.2
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.0.4 ! ! ! ! ! !
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Abbildung 1: Beispiel-Wavelet in der Ortsdarstellung.

Eine gute Interpretierbarkeit der Wavelet-Transformation sowie die Konstruktion
von progressiven Wavelets mit besseren Lokalisierungseigenschaften im Orts- und
Frequenzbereich erfordern eine Analyse der komplexen Fortsetzbarkeit von Funktio-
nen mit reellem Definitionsbereich.

Eine Funktion ¢ € H2 (R) hat nach (10) folgende Darstellung

o(t) = \/iz_ﬂ / " plw)etdw.

Da w stets nichtnegativ unter dem Integral ist, kann z = ¢ 4 iz substituiert werden,
wobei z > 0 ist, d.h. eine Fortsetzung in die obere komplexe Halbebene P. In [9]
wird gezeigt, dal die Funktion

1 o :
o(z) = \/—2_7r/0 o(w)edw, z=t+iz, x>0

in der oberen komplexen Halbebene analytisch ist. Da |e™“*| < 1, ist der Integrand
quadratisch integrierbar. Das Theorem 16 macht eine Eindeutigkeitsaussage iiber
die Fortsetzung progressiver Funktionen.

Theorem 16 (Paley-Wiener) Sei ¢ € H2(R). Dann ezistiert eine eindeutig be-
stimmite in der oberen komplexen Halbebene P analytische Funktion ® derart, daf

1. [o |®(t +iz)?dt < ¢ < oo,
. . _ 2 —
2. ilir(l)fR |®(t +ix) — @(t)|°dt = 0.
D.h. fiir jede analytische Funktion ® in der oberen Halbebene P, die der Bedingung

1. gentigt, gibt es eine progressive Funktion ¢, die Randwert von ® im Sinne von
Bedingung 2. ist.



J NUNMIEPLEAVYLILLIGE VWAV LI LY

(Beweis in [19])

Somit wird die Interpretierbarkeit der Transformation analytisch fortgesetzter Funk-
tionen abgesichert. Nach Plancherel ([ |¢[* = [|¢[?) gilt nun

/|<p(t+ix)|2dt=/|T/_,~m\<p(w)|2dw=/ 6(w) 22 dw < ¢ < 00
R R 0

und mit [;° ) dw = 1/(z — it) 188t sich die Fortsetzung durch folgende Glei-
chungskette beschreiben

zw(t—l—zz dw = —mweztwdw

p(t+ix) =

75 7l #

1 00 ) 00
- —zw(v—m—t)d dw = — —tw(v—iz—t) d d
27r/0 /Rgo(v)e vdw 27/11« /0 e w dv

_ e(v) .
N /RQW(JJ—Z'(t—v))d ’

d.h. die analytische Fortsetzung einer progressiven Funktion ¢ ist somit durch eine
Faltung mit dem Cauchy-Kern gegeben

plt+im) = Crxplt) = /R 27 (x 10(218 - v))dv’

mit C,(t) = z7'C(t/z) und C(t) = 1/(27)(1 — it)~'. Eine analoge Aussage fiir
regressive Funktionen existiert durch Austausch der oberen mit der unteren kom-
plexen Halbebene.

m+z(v t)

3.2 Die Cauchy-Wavelets

Als ein Beispiel fiir progressive Wavelets mit reellwertiger Fourier-Transformierten
sind die Cauchy-Wavelets definiert durch die n-te Ableitung des Cauchy-Kerns C'(¢)

au dn n
Y (t) = o O = o T+ DA =)D m>0, (1)

wobei I'(n + 1) = [;* z"e™*dz = n!, falls n € N. Mit

dt

O(w) 1 /costw+tsintw+i(tcostw—sintw)

w =
V2m2n 1412

R

_ /costwdt+/t51ntw
- 142 14 t2
0 0
T

i)

\V2m2r 2 Vo
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Abbildung 2: Das Cauchy-Wavelet fiir n = 1 in der Ortsdarstellung.

folgt fiir die Fourier-Transformierte

dn
ndtn

~ 1
C’(t)) (w) =w"C(w) = —=w"e ¥ fiir w > 0, 0 sonst.

V2m

Fugew) =7 (

Sei f € L?(R) nun ein beliebiges Signal. Bildet man den progressiven Teil PTf, so
ist die Wavelet-Transformierte

_a"PT(n+ 1) PTf(t)
Wygen P fa,0) = 0 /R e (16)

Durch Faltung P f mit C, erhilt man die analytische Fortsetzung von Pt f auf die
obere Halbebene
Prf(v)

O(t +ix) = /R QW(m—i(t—v))dv'

Der Interpretierbarkeit des uneigentlichen Integrals (16) dienen die funktionentheo-
retischen Aussagen 17 und 18 (Beweise in [3]).

Aussage 17 Sei D C C ein Gebiet, a € D ein Punkt aus D und f : D\ {a} — C
eine analytische Funktion mit auferwesentlicher Singularitit der Ordnung m in a.
Dann gilt

) 1 dmfl
resa(f) = ll—r>r¢lz (m—1)tdzm-t

((z=a)"f(2)),

mit res(f) als Residuum von f.

Die Berechnung eines uneigentlichen Integrals beruht auf folgender Idee: Sei D C C
ein Elementargebiet. Seien a; endlich viele (0.B.d.A. sei die Anzahl [) paarweise
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verschiedene Punkte in P C D und sei f : D \ {a;} — C eine analytische Funktion.
Waihle nun r € R so, dal r > |a,| fiir alle j. Dann sei v, der Halbkreisbogen von
r iiber #r nach —r in der komplexen Halbebene P. Der Umrundungsweg um die
Singularitéiten sei v = 7, + [—r,r]. Da dieser einmal im mathematisch positivem
Sinn durchlaufen wird, liefert die Residuenformel

[ sertas [ stris = [ s =2mi S v, (0.

Aussage 18 Sei f bis auf hochstens | (0 < | < oo) vielen Punkten aj, von de-
nen keiner reell ist, holomorph in einem Gebiet D. Sei [, f(x)dx konvergent (der
Cauchy’sche HW existiert mit demselben Wert). Dann gilt

/Rf(x)dx = QWinesaj (f)-

Sei U(z) := ®(2)/(2 — (b+ ai))"™'. Dann hat ¥ bei b + ai eine Singularitéit der
Ordnung n + 1. Fiir das Residuum von ¥ bedeutet dies

1 d
respqi(V) = mﬁq’(zﬂz:bﬂi-
Nach Aussage 18 folgt
2mi nH/20(n + 1
Wycew PT f(a,b) = %@W (b+ ai) - = 2m£—7:1+ ) gl (h 1 i) jin.

D.h., die Auswertung der Wavelet-Transformierten eines reellen Signals ist gleich-
bedeutend mit der Analyse der n-ten Wirtinger Ableitung bzgl. z der analytischen
Fortsetzung der Projektion P*f.

Bemerkung: Ausgehend von der affinen Gruppe ld8it sich nach [5] neben der
Heisenberg’schen Unschérferelation

1o = 20)f (@)l - I(o = 20) f(©)ll2 = €llfI3 (17)

eine analoge Relation beziiglich der Wavelet-Transformation konstruieren. Durch die
Definition zweier selbstadjungierter nicht miteinander kommutierender Operatoren
(A, und A,) wird die folgende Relation fiir ¢ € D([Aq4, Ab]) : ||¢]] = 1 erzeugt

[{[Aa, Alf, AP = [(Auf, I )
< AN = (Af, 1)) - o @'l = Zllell” = (Aaf, £))- (18)

Die minimierenden Funktionen haben nach [5] folgende Form

p(z) = clz =A%,
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wobei mit (uy, po) € R? gelten mufl: A € iR, 0 > —iA\pp, @ = —1/2 — i \pp + 4y und
¢ so, daB ||p|| = 1.
Fiir den Fall n =1 ist

Cau _@ 2\—2 _L
logel = \//(1+t> =

d.h. mit der Modifizierung ¥ = /87 - )¢ wird v ein minimierendes Wavelet mit
der Einstellung A = —i, « = =2 und ¢ = —/2/7.

Dies bedeutet, dafi die Menge der Cauchy-Wavelets (geeignet normiert) die
Unschirferelation der affinen Gruppe minimieren und somit bzgl. dieser Relation
simultan im Zeit- und Frequenzbereich gut lokalisieren.

3.3 Die Morlet-Gauf3-Wavelets

Im Gegensatz zu den Cauchy-Wavelets haben die dilatierten und translatierten Ver-
sionen der Gauflfunktion die Eigenschaft, die Unschérferelation der Weyl-Heisenberg
Gruppe (17) zu minimieren (Gleichheit). Die dazugehdrigen Wavelets sind deshalb
hervorzuheben.

Generell gilt, dal die Menge der endlichen Linearkombinationen von Versionen der
Gaufifunktion abgeschlossen ist unter Fourier-Transformation, punktweiser Multi-
plikation und Faltung. Das Skalarprodukt zweier Elemente dieser Menge ist durch
eine explizite Formel darstellbar (vgl. [8]).

Die speziell untersuchten Basis-Funktionen sollten (1) geniigen und progressiv sein.
Eine endliche Linearkombination von Gauffunktionen kann zuléssig aber nicht pro-
gressiv sein (fast progressiv), da der Triger von e~*"/2 ganz R ist. In [9] wird die
Addition eines Korrekturterms 7(t) vorgeschlagen, so daf§ dann

P (t) = o (t) +n(t)

progressiv ist. Eine andere Mo6glichkeit ist, eine Linearkombination zu konstruieren,
die fast progressiv aber dafiir giinstig fiir numerische Rechnungen ist (vgl. [8]).

Aussage 19 In der Menge der endlichen Linearkombinationen von Versionen der
Gauffunktion gibt es wenigstens eine nichttriviale Linearkombination 1 = €*°h mit

1. h=h,

2. Fir einn € N hat h bei +c eine Nullstelle der Ordnung n
(oder v hat bei w = 0 eine n-fache Nullstelle).

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv, d.h. es wird eine entsprechende Funktion
o konstruiert. Es sei ho(z) = e */2. Sei A > 0 gewihlt, dann ist die dilatierte
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GauBfunktion mit gleicher L>-Norm Sy zho(z) = A~'/2hg(x/)) und mit Fourier-
Transformierter Syhg. Sei A reell, dann ist

ho(z) — 7(Sxho(z) + S1/aho(2)) (19)
invariant unter Fourier-Transformation und Spiegelung (z — —z). Sei
7 = ho(c)/(Sxho(c) + Siaho(c)), (20)
dann verschwindet (19) bei £ec. Sei
hi(c; A ) = ho(z) — v(Sxho(z) + Siyaho(z)), (21)
mit v wie in (20). Die n-te Ableitung beziiglich x ist

WY (e Xix) = (—1)"[Hen(w)ho() -
7()\’”’1/2He(x//\)ho(:c/)\) + /\"+l/2Hen(A:c)h0()\x))],

wobei He,(z) modifizierte Hermite-Polynome sind: He,(z) = 2~2H,(x/+/2), und
H,(z) = (—1)"e$2;‘i—"n6_”2 die Hermite-Polynome. Da hy(c; \; z) = hy(c; \™1; x), kann

A > 1 gewéhlt werden. Fiir A = 1 gilt hy(%¢; 1;2) = 0. Eine nichttriviale Linear-
kombination A mit 7 und 2 erh&lt man nun durch Determinantenbildung

hi(c; Ai;2) -+ hi(e; A o)
AV C;A\ T R S C; A\ T
h(c; A;z) = i i 152) . . ) ) ) (22)
e A ) b (6 A )

wobei A € {(A1,...,An) : A > 1fiir1 <4 <mn, \; # A fiir i # j}. Die Fourier-
Transformierte der Funktion

Y(e; A ) = e““hc; A; ) (23)
hat somit eine Nullstelle der Ordnung n bei w = 0. ]

Wird ¢ in (23) giinstig gewahlt (¢ > 5), so ist ¢ fast progressiv. Von Vorteil bei den
Morlet-Gauf3-Wavelets ist die explizite Berechenbarkeit von Phase und Modulus.

Beispiel: > Sei n =1 und A = 1/2 fest gewiihlt. Dann ist
bl A ) = hule, 1/2,0) = €2 = (V2 4+ 1/VB ),

mit v = e¢/2/(v/2e72 4+ 1/v/2e=¢"/8). Somit ergibt sich das Wavelet

(24)

—2z2 _22/8
¢(Ca 1/27$) = eic;c (6w2/2 — 6702/2\/56 v+ 1/\/56 v ) .

V2e2¢ £ 1/1/2e=*/8
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Abbildung 3: Morlet-Gaufi-Wavelets fiir A = 1/2, links: ¢ = 5 und rechts: ¢ = 0

Dementsprechend ist die Fourier-Transformierte

2/2\/_6—2wc +1/\/_€ w—c)?
\/_6 2¢2 1/\/_6 c%/8

Fiir den Fall ¢ = 0 erhilt man die reellwertige Variante

¥(0,1/2,2) = p(x) = e /> — (/0 +2e7) /3.

J(c, 1/2,w) = e (W=0?/2 _

3.4 Das Wavelet von Lusin

Ausgangspunkt bei der Konstruktion von Lusin’s Wavelet bilden Hardy-Riume (vgl.

[13]).

Definition 20 Ein Funktionenraum mit

1/
HP(R) = {[f]: f ist holomorph in P, sup (/ |f(z + iy)|pdx) ’ < oo}
R

y>0

heifit Hardy-Raum.

Ahnlich wie bei der Interpretation der Transformation mit dem Cauchy-Wavelet
existiert die Idee, daf} ein reelles Signal f endlicher Energie mit einem analytischen
Signal F' ebenfalls endlicher Energie assoziiert wird, fiir das f = RF gelten soll.
Somit ist F' = (f +4iHf) € H*(R). Zur Analyse von Funktionen aus HP(R) werden
Basisfunktionen des H?(R) der Art (z — ¢) 2 benutzt, mit ( € P. Gesucht ist eine
Darstellung fiir f € H?(R) der Form

// k(z + 1y) dmdy,
(z — (z +1y))
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Abbildung 4: Das Lusin-Wavelet in der Ortsdarstellung.

wobei k(x + iy) zu bestimmende Koeffizienten sind. Setzt man voraus, falls

o . 9
A(x):/ / W%}%mdvdu,
R |ju—z|

daf3 k£ mefBibar ist und

@y <.

so ist gewihrleistet, da f € HP(R). Denn falls |k| > 1, so ist |f(z + iy)| <
Je S35 1k (u+iv)|?/(2(x — u)*v?)dvdu. Fiir den Fall |k| < 1, ist [ |f(z + iy)|Pdz kon-
vergent. Wird als Basis-Funktion (-Wavelet) ¥X(2) = 1/7(z + )72 gewiihlt, wobei
YL (z) die Einschrinkung auf R ist, so ist diese Funktion holomorph auf P und somit
ein Element von H?(R) fiir 1 < p < oo. Man gelangt durch diesen Ansatz wieder in
die Klasse der progressiven Wavelets mit reellwertiger Fourier-Transormation. Die
gewihlte Basisfunktion stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit dem Cauchy-
Wavelet (n=1) iiberein
— 27 (2) = 9" (2).

Fiir die Fourier-Transformierte bedeutet dies
P (w) = —/2/mwe™ fiir w > 0, 0 sonst.
Die Berechnung der Koeffizienten £ ist gleichbedeutend mit der Bestimmung von

Wy f. Die gesuchten Koeffizienten sind aufgrund der Wahl von ¢ uneigentliche In-
tegrale vom Typ

Wy f(a,b) = 7r1/ f(z)a'*+1/?

o= (b+ i)™ (25)
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Da f,¢" € H?(R), existiert (25). Sei nun ®(z) = f(2)/(z — (b + ia))~2. Dann hat
®(2) bei b+ ia eine Singularitéit der Ordnung 2. Nach Aussage 17 folgt, daf

. d : d .
respiq (P) = leggw @((Z — (b+ia))*®(z) = d—zf(z)|b+m und somit

d
Wy f(a,b) = 27Tia1+1/2/7rd—f(z)|b+ia = 2ia" V2 ' (b + ia).
z

4 Phasen- und Modulusinformation

Im kommenden Abschnitt wird versucht, fiir verschiedene Signalklassen die dazu-
gehorige Wavelet-Transformation analytisch zu beschreiben. Dazu kénnen jeweils
stiarkere oder schwichere Voraussetzungen an f gestellt werden. Bei der Analyse
von realen Signalen mufl man sich in der Regel einschrinken, deshalb sind starke
Annahmen an f eher nachteilig.

Es ist praktisch sinnvoll, die Argumente (a,b) der Wavelet-Transformation aus H
zu wihlen (Ausnutzung der Progressivitit). Bisher wurde der Translations- bzw.
der Dilatationsoperator nur auf Funktionen {iber R angewandt. Analog kann der
Translationsoperator auch iiber H definiert werden:

Tb’f(a: b) = f(a7 b— bl)

Aussage 21 Fiir die Wavelet- Transformation gilt WyTyf = TyW, f.
Beweis:
WeTu () = 1va [ f6 =0~ /a)ds
= 1V [ 10u((t - 0= 1)/adt = TyWy (a.b)

womit die Behauptung gezeigt ist. O

Die Aussage 21 ausnutzend lassen sich Phase und Modulus bei speziellen Signalklas-
sen besonders gut beschreiben.

4.1 Komplex-monochromatische Signale

Angenommen das Signal f ist ein Eigenvektor des Translationsoperators, d.h.
Ty f(t) = A(bo)f(t). Dann folgt f(t) = €™ und Ty, Wy f(a,b) = A(bo)Wy f(a,b).
Damit hat die Wavelet-Transformation folgende allgemeine Darstellung

Wi f(a,b) = € F(a), (26)
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wobei F' eine komplexwertige Funktion ist. Das heifit, dafl die Frequenz eines kom-
plexen monochromatischen Signals aus der Phase einer Einschrinkung der Wavelet-
Transformation auf einer horizontalen Linie (a=konstant) abgelesen werden kann.
Aufgrund (26) ist die Information unabhéingig von der Wahl des analysierenden
Wavelets. Die Funktion F' kann man nun genau beschreiben.

Aussage 22 Sei f komplex-monochromatisch. Dann gilt fir die komplexwertige
Funktion F in (26)

F(a) = va)(awo). (27)

Beweis: Es ist f(t) = ¢°'. Fiir die Fourier-Transformierte folgt

1 ) ) 1 .
— twot —zwtdt — /1 . z(wo—w)tdt
flw) —\/2_7r /e e o e
= F 1) (wo — w) = §(w — wp).

Nach Plancherel ergibt sich nun
Wol(@b) = Va [ dlaw)e™ @)t = va [ Blaw)e®5w - wo)d
— eibu)o \/ag(awo)
und mit (26) folgt die Behauptung. O

Der Modulus von (26) ist konstant entlang Linien konstanter Skale und variiert

wie \/E{b\(awo) entlang Linien konstanter Zeit. Eine sogenannte ”Spektral-Linie” im
Signal zeigt sich durch horizontale Muster (konst. Modulus und lineare Phase) der
Wavelet-Transformation.

4.2 Reell-monochromatische Signale

Ist das Signal f reell, so kann nicht gelten f(t) = e*°!. Eine mégliche Darstellung
ist f(t) = cos(wot). Fiir die Fourier-Transformation ergibt sich

flw) = Nor /cos(wot)e""tdt = 7 / 3 (€™0F 4 e7"0t) e~ Wit
11 - 11 . 1 1
= = %5 / 1- ez(woiw)tdt + — %5 / 1- €Z(7w07w)tdt = 55(&) - u)()) + 55((4) + wo).

Die Wavelet-Transformation modifiziert sich zu

Wel (@) = Va [ Blaw)e™ fu)do

= va (% /E(aw)eibwé(w — wo)dw + % /E(aw)eibwéé(w + wo)dw)
) (28)

1 ibwo 1 —ibwo 7,
= Va (56 bworh(awp) + 3¢ bw0ah(—awp)
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Damit ist Wy, f| aufgrund der Interferenz beider Summanden auf Linien konstanter
Skale nicht konstant. Beschrinkt man die Auswahl der Wavelets auf %2 (R) bzw.
#2 (R), so muf ein Term in (28) konstant Null sein und man hat eine Interpretation
gemif} Abschnitt 4.1. Die Frequenz eines reell-monochromatischen Signals ist dann

allein aus [W, f(a,b)| =1/ Qﬁ\@/g(awo)\ rekonstruierbar.

4.3 Homogene Signale

Eine Funktion f ist homogen von der Ordnung 7 (1 bel. komplexwertig), falls gilt
Fxt) = A"f(1).

Anders formuliert, f ist eine Eigenfunktion des Dilatationsoperators. Da durch An-
wendung des Dilatationsoperators die positive und negative Halbachse nicht ver-
tauscht werden, sind natiirliche Beispiele Funktionen, deren Triger eine Halbachse
ist,

f(t) =1"fiir t > 0, 0 sonst.
Durch die Einfiihrung eines Normierungsfaktors kann eine Funktion wie folgt defi-

niert werden ]

ufy () = mt”@(t), (29)

wobei © die Heaviside-Funktion ist. Uber die Wavelet-Transformierte erhilt man
eine Aussage, falls v, im distributionellen Sinn analysiert wird.

Definition 23 Es sei D(2) = {¢ : ¢ € CF(Q)}. Die durch die Funktionen
[ € L. (Q) auf D(Q) erzeugten stetigen linearen Funktionale (f) : D(Q) — C
heiflen requldre Distributionen, ihre Gesamtheit sei DL(S2). Alle anderen nennt man

singuldr.

Fiir n € C und ¢ € D beliebig fest, kann man die Funktion F' definieren
F(n) = (r0(0)e = [ vp(0)it (30)
0

F ist komplexwertig. Fiir Ry > —1 ist t" € L;,, und F ist nach 7 differenzierbar

(vgl. [10]), d.h. fiir Ry > —1 ist F holomorph. Die rechte Seite von (30) kann zu

1 o]

/ 1((t) — o(0))dt + / oyt + £ (31)

n+1
0 1

umformuliert werden. Somit wird (31) Vn # —1 A ®np > —2 nach 7 differenzierbar,
denn mit ¢(t) = ¢(0) + t1(¢) enthilt der Integrand im ersten Integral von (31)
einen zusétzlichen Faktor ¢. D.h. (31) ist fiir 7 > —2 und 1 # —1 holomorph und
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stimmt fiir ®n > —1 mit F {iberein. Man hat also eine Fortsetzung der analytischen
Funktion F in den Streifen —2 < ®n < —1 An # —1. Aus (31) ist ablesbar, da§ F
in n = —1 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum ¢(0) = §(¢) hat. Weiter
kann nach [10] die rechte Seite von (30) in

1 E1 L0 i L W)
/ % (w(t) -y E V!(O)t") dt + / oty + Y u!(;p+—7(703r1) (32)

0 v= 1

umgeschrieben werden. Der selbe Fortsetzbarkeitsschlufl wie oben fiihrt fir Rn >
—k —1 mit Ausnahme von —1,—2,-- -, —k dazu, daf} (32) eine holomorphe Funktion
ist, die in der Halbebene Rn > —1 mit F iibereinstimmt und somit die analytische
Fortsetzung ist. In —m (m = 1,--- k) besitzt ' Pole erster Ordnung mit dem
Residuum

e 00) = (1) s )

Zusammenfassend kann die Hilfsaussage 24 formuliert werden.

Hilfsaussage 24 Sei ¢ € D fest gewdhlt, die fir n € CARn > —1 definierte
Funktion F lifit sich in die ganze n-Ebene mit Aussnahme der Punkte —m, m € N
analytisch fortsetzen. Dort hat sie Pole erster Ordnung mit Residuen

()" )

Die Gammafunktion I' ist fiir ®n > 0 holomorph (analog F'). Vermoge der Funktio-
nalgleichung I'(n+ 1) = n['(n) wird " in die ganze 7- Ebene bis auf die Punkte —m,
m € N\ {0} analytisch fortgesetzt. In den Punkten —m hat I' Pole erster Ordnung
mit den Residuen

(=D

m!

D.h. I'"! ist eine ganze Funktion mit Nullstellen erster Ordnung in —m.

Hilfsaussage 25 Die Distribution 1/T'(n+ 1)(t"O(t)) ist ganz in n. Fir n = —m,
m € N, sind sie auf D gleich mit 6"V, D.h. fiir ¢ € D ist 1/T'(n+1)F(n) ganz in
n und die Werte in —m sind (—1)™ 1p™m=1(0).

Beweis: Die Funktion wird ganz, da Pole von F' und Nullstellen von 1/T'(n + 1)
gleiche Ordnung haben und an der selben Stelle liegen. Die Werte fiir n = —m sind
die Quotienten der Residuen von F und I'(n + 1). O

Fiir n € C und  # —m, m € N sei u,,, eine Distribution auf D

+ 1 n
Upi1 = m(t o(t)).

Aussage 26 Fiir allen € C gilt %u;)ﬂrl = u,} und fir allem € N\{0} gilt u¥,, = 0™
auf D.
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Beweis: Sein € R. Fiirp > 0 ist 4 (t”@( ). Ist n = 0, so ist 2

dt n+1 T(n+1) +1 dt n+1_
6. Fiir n <0, n # —m, m € N, folgt 4u Unp1 = o PET O (st @ CRund 0 ¢ R,

so ist Pt¢O(t) = (t°O(t)) auf D(Q). D.h. die Pseudofunktion ist gleich der reg. Distribution und
somit ist die Pseudofunktion als Fortsetzung der reg. Distribution in 0 interpretierbar.). Unter
Ausnutzung von I'(n + 1) = nI'(n) kann die erste Behauptung gefolgert werden:
Fiir ¢ € D folgt (Lu',)e = (u})p = F(n)F(n 1). Die rechte Seite ist nach

Hilfsaussage 25 ganz in 7. Somit kann (%u;’ +1) in 7 = —m holomorph fortgesetzt
werden. D.h. die Ableitungsformel gilt fiir n € C. Mit Hilfsaussage 25 gilt also
lim (u,")e = (—1)"¢™(0) = 6(™¢. Es ist also u*,, = 6™ auf D. O
n——m

Mit Aussage 26 folgt

Wyul,,(a,b) = (=1)™S; /4™ (=b),

was allerdings ¢ € C™(R) voraussetzt. Beziiglich einer fest gewéhlten Skale a ist
somit die gesamte Signalinformation gegeben. Sei nun v = ¢¢%  dann ist

Wcantt(1,6) = (—1)™C2% (~b),

m-+n

d.h. W,uZ,, wird zum Ableitungsoperator. Wihlt man aus dem Definitionsbereich
von ch%u als Argumente (z, ), so ist Wyoauu,,(, ) = c|z|7"/? mit ¢ € C.

4.4 Lokal symmetrische und anti-symmetrische Signale

Die Aussagen 27 und 28 geben einen Zusammenhang zwischen der Bauart des Signals
und der zugehorigen komplexen Phase der Wavelet-Transformation an. Die dabei
gemachte Kompaktheitsannahme bzgl. v ist allerdings selten erfiillbar, zeigt aber,
daf} schnellabfallende Wavelets bei der Phasenanalyse erforderlich sind.

Aussage 27 Sei f reell, stetig und habe lokale Symmetrieeigenschaften in einer
Umgebung von b. 1 sei hermitisch und kompakt getragen. Ist a hinreichend klein
gewdhlt, dann ist die Phase von Wy f entweder 0 oder 7.

Beweis: Sei f stetig. Lokal symmetrisch bedeutet
db € Rde > OV|h| <e: f(b+ h) = f(b—h).

D.h., f besitzt um b ein Extremum. v sei hermitisch und kompakt getragen auf
(=A/2,A/2). Dann ist zunéchst
A2

Wy f(a,b) = vVa / f(at + b)y(t)dt.

—AJ2
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Gilt nun fiir a, da8 |aA/2| < ¢, so ist f(b+ at) = f(b — at). Es gilt nun mit

¥(t) + ¥(t) = 2RyY(t) folgende Gleichungskette:

0 A)2

Wy f(a,b) = Va / f(0+ at)y(t)dt + / f(b+ at)y(t)dt
—N/2 0
0 A2

= Val|- f(b—at)¢(—t)dt+/f(b+at)w(t)dt

\ 22 4
A2

_ Va / (f(b = at)o(t) + f(b+ at)b(D))dt

A2 00

- Va / F(b+ at)(b(t) + B(D)dt = Va / F(b+ at) 2R (#)dt.

0

Fiir @ — 0, d.h. bei Einhaltung von [a/A/2| < €, kann gefolgert werden, dal W, f
reell ist. 0

Aussage 28 Sei f reell, stetig und habe lokale Anti-Symmetrieeigenschaften in ei-
ner Umgebung von b. 1 sei hermitisch und kompakt getragen. Ist a hinreichend klein
gewdhlt, dann ist die Phase von Wy f entweder 5 oder —7.

Beweis: Es sei f stetig und anti-symmetrisch. D.h. b sei nun ein Punkt, in dem f’
ein lokales Extremum annimmt:

3b € R3e > OV|h| < &: f(b+ h) = 2f(b) — f(b— h).

Man erhélt mit 9 (t) —

~—~

t) = —2iSY(t) die Gleichungskette

A2

f(b—at)p(—t)dt + / f(b+at)p(t)dt

0

|
—

W¢f(a7 b) =

N

>
~
N

/2 A2
f(b—at)y(t)dt + / f(b+at)¢(t)dt>

0

N

NP

(2f(b) — F(b+ at))w(t)dt + / f(b—|—at)1/1(t)dt)

|
S

a

0

£+ at) 0 - wio)de+270) [

|
S

Il
N
N N N

)
>
=
<
=
U
~
N———
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N2 A2
- \/a<_27; / F(b+ at)Sp(t)dt + 2if (b) / %w(t)dt>

= 2iva / f(b+ at))S(t)dt,

und es folgt die Behauptung. O

4.5 Stetig-differenzierbare Signale

Phasen ungleich von 0, 7/2, —7/2, 7 fanden in Abschnitt 4.4 keine Beriicksichtigung.
Deshalb wird nun vorausgesetzt, dafl 1 komplex sei, kompakt getragen, hermitisch
(d.h. ¥(t) = ¥(—t)) und m mal stetig differenzierbar (m > 2). f sei reell und
zunéchst 2 mal stetig differenzierbar. Es ist

‘WTIJf(av b)‘Q = WTﬁf(av b)Wwf(a” b)
Die Ableitung bzgl. der Zeitvariable b ist

8|W¢f(a’ b)|2 _ aW'lﬁf(a’ b) awwf(a’ b)
ob B ob ob

Sei allgemein g(z, y) eine komplexwertige Funktion, dann ist |g|* = ¢gg und auBerdem
g=Rg+1iSg = u+iv. Es ist g,g = (uy + ivy)(u — v) = uyu + vyv + i(vyu — uyw)
und gyg = (uy — 1vy) (u+ 1) = uyu + vyv —i(vyu —uyw). D.h. g,5+ §,9 = 2R(9,9) =
2R(gyg). Somit folgt zunéchst

8\W¢f;l()a, b)‘ — 9 <8W¢éfb(a, b)m) . (33)

Aufgrund der gemachten Annahmen kann die partielle Ableitung berechnet werden:

Wyf(ah) 1 o0 =) /a)
Phored) _ 7 / f(t)—bdt

- /f (=)o)t f/f B = b a)t

Da M ~ f'(b), folgt durch Substitution und der Approximation der Ablei-
tung von f

/f P((t—0b)/a)dt = a/f(b%—at)mdt

/(()+atf()) DDyt

= af(b / dt+a2f )/tWt)dt

Wy f(a,b) +

W¢f(a, b)

Q

-
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Da die 2. Ableitung von f existiert und stetig ist, folgt analog

[ o=~ e [ oo

Daraus ergibt sich zusammen mit (33)

G {CU S (%cff”(b) / tmdt-%cﬁf’(b) / tht>

= 2R <a3f’(b)f”(b)| / tmdtl"’)

Zusammenfassend gilt Aussage 29:

Aussage 29 Sei f reell und 2 mal stetig differenzierbar. ¢ sei hermitisch, kompakt
getragen, wenigstens 2 mal stetig differenzierbar und m; das i-te Moment von 1.
Dann gilt die Approrimation

VT 0O 200 106 0) s . (34

Somit kénnen Beziehungen zwischen den lokalen Extremwerten von |W,f(a,b)|?
bzgl. b und den lokalen Extremwerten sowie den Wendepunkten von f hergestellt
werden. Besitzte f nun in b ein Maximum. Dies bedeutet, da8 f'(b) = 0 und
f"(b) < 0. Fiir ein € > 0 gilt also, f'(b+¢)- f"(b+¢) > 0und f'(b—e)- f"(b—¢) < 0.
Somit hat [W, f(a,b)|? in b ein Minimum. Besitze f nun in b ein Minimum. Dann
folgt, da f'(b+¢)- f"(b+¢) > 0und f'(b—e)- f"(b—¢) < 0, daB [W,f(a,b)|?
ebenfalls in b ein Minimum annimmt. In dem Fall, da} f in b einen Wendepunkt
der Art f"(b) =0, f'(b) > 0 besitzt, ergibt sich fiir Wy f(a,b)* in b ein Maximum.
Analog fiir einen Wendepunkt der Art f”(b) = 0, f'(b) < 0. Es kann also vom lokalen
Extremwertverhalten von |W, f(a, b)|* auf f in einfache Art und Weise geschlossen
werden.

Die gewonnenen Aussagen iiber die Wavelet-Transformation kénnen durch hértere
Forderungen an das Signal f weiter entwickelt werden. Im Hintergrund ist die Idee,
moglichst viele Phasen zu beriicksichtigen. Setzt man nun voraus, dafl f m-mal stetig
differenzierbar ist, so lassen sich Peaks und Wendepunkte gut lokalisieren.

Aussage 30 Seien f (reell) und ¢ m-mal stetig differenzierbar. m; sei das i-te
Moment von 1. Dann ezistiert die Approrimation

Wy f(a,b) = a+ip, (35)

n (n) RO
mit o« = —v/a Y. a ”f() (0) und 8= —/a aanﬁ (0).

n ger. ™ unger.
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Beweis: Die Reihenentwicklung von f um b ist:

. fn)
10 =3 00y oy -

wobei 7(t) — 0, falls ¢ — b. Damit ergibt sich:

Wy fla,b) = \/_/ (Zf )"+ n(at + b)(at)™ )1/1(t)dt

= \/azf(:! a" Ty, + \/&/n(at+b)(at)mmdt

Wy f(a,b) ~ \/EZ(—ia)"f (b)w ( )(0) =a+if, falls

o= —va Y 200 V) mdpi= —va ¥ e l207 (). 0

n ger. n unger.

Entwickelt man beispielsweise bis m = 2, so ist
Wy f(a,b) = Ci(a) f'(b) +iCa(a) f'(b).

Mit ¢(a, b) = (Ci(a)f"(b))? + (Ca(a) f'(5))? und ~(a, b) = arctan S 9LE) 1Bt sich
schreiben:

Ci(a)f"(b) +1iCa(a) f'(b) = o€,

wobei Ci(a) f"(b) # 0 oder nur, wenn Cy(a)f'(b) = 0. Mit den Voraussetzungen der
Aussage 30 fiir m = 2 kann somit anhand der Phase das Kriimmungsverhalten des
Signals f in einer Umgebung von b studiert werden.

Haufig ist man am Verhalten der m-ten klassischen Ableitung des Signals f inter-
essiert. Diese Information ist erhiltlich, falls das Wavelet ¢ von m-ter Ordnung
gewdhlt werden kann. Geeignet dafiir ist die Menge der Cauchy-Wavelets.

Hilfsaussage 31 Fir ein n € N\ {0} hat das Cauchy-Wavelet ¢ die Ordnung
n. Firk < n und w > 0 hat die k-te Ableitung der Fourier-Transformierten die

Gestalt
Sl ()]

Gen™ (0) = v2rplen(0). (37)

@"“

Fir k =n gilt
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Beweis: Zuerst soll die zweite Aussage durch einen Induktionsschlufi bewiesen
werden. D.h. zu zeigen ist die Giiltigkeit von (36). Die Fourier-Transformierte von
Pee ist 1/v/2mw"e “O(w). Sei nun [ = 1. Dann ergibt sich fiir (36)

g (W) = -
au w) = —
" V2T

was mit der ersten Ableitung der Fourier-Transformierten iibereinstimmt. Angenom-

men (36) gilt fiir ein festes k =1
n! l n—m m
[ ()]

.. . d —()
Der Ubergang von [ — [ + 1 erfolgt durch Bilden von v27 - Zop¢e  (w) =: A

- e (1)

(W — nw"™™),

Var 58 () = (-1fe Y

m=0

3 [ () o]

_ ;” i)mew{mzl% [(niﬂm)! ( i )wnm(_l)m]+
mz [CEro G 1)m]}

- orefEtgeor((L)()-
P

= (~1)*e go [(n—L'm)' ( e )wn_m(_l)m} |

——(k)
Damit ist (36) bewiesen. Fiir alle k& < n gilt nach (36) ¥ (0) = 0, da w mit
positiver Potenz in der Summe enthalten ist. Sei £ = n, dann folgt

m=0
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womit die erste Aussage nachgewiesen ist. Die dritte Aussage folgt durch

I'(n+1)

Cau

0) = ——7—7,

womit alle Behauptungen von Hilfsaussage 31 gezeigt sind. 0

Aussage 32 [Spezialfall der Aussage 30] Sei f reellwertig und m-mal stetig diffe-
renzierbar und sei das analysierende Wavelet S*. Dann gilt die Approzimation

Wycau f(a, b) = % g™ T2 fm) (),

Beweis: Wegen Aussage 30, 31 und der Reellwertigkeit von @ hat man

(m) (p) —— _5\m
Wage 0,8) ~ va(-iay L= D5gm0) = L gmare. iy,

(Fiir gerade m ist die Phase approximativ 0 oder 7 und fiir ungerade m ist sie 7/2
oder —7/2.) O

Die Bedeutung zeigt sich darin, dafl mit der Wahl der Ordnung des Cauchy-Wavelets
und entsprechender Annahme iiber die Existenz von Ableitungen, genau die Ablei-
tung approximiert wird, die der Ordnung entspricht.

5 Numerische Realisierung

Alle bisherigen Betrachtungen wurden fiir den kontinuierlichen Fall durchgefiihrt.
Reale Signale liegen in der Regel diskret vor. So erweist es sich als notwen-
dig, eine diskrete Approximation an die Kontinuierliche Wavelet-Transformation
zu entwickeln, ohne dabei jedoch die Theorie der ’klassischen’ Diskreten Wavelet-
Transformation zu beriihren.

5.1 Der Reproduktions-Kern

Die Transformation (2) ist eine Korrespondenz zwischen einer Funktion f(¢) einer
Variablen und einer Funktion W, f(a, b) zweier Variablen. Gesucht ist zunéchst eine
geeignete Darstellung der Wavelet-Transformation. Nach (6) hat man fir W, f(a, b)

LU e (5 o] s ()
- //R+ [\/@ (t_bl) ﬁdt/f ( )ds] da'db' /a”

= // pw(a,b,a',b')(f,wa:,b:)da'db'/aa,
R JR,
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Modulus(y,x) ——

Abbildung 5: Erster Summand von py bzgl. des Punktes (a,b') = (1,0) und des
Morlet-GauB-Wavelets gemif} (24)

mit py(a,b,d,b) = (Yap, Yap)/cy.- Nach den Rechenregeln der Fourier-
Transformation ergibt sich
F(To-1y/aSwja¥) (w) = Vajd'e @O (aw/a). (38)

Somit existiert nach (38) die Darstellung

polarb,d,b) = é\/g /R D) By (o] o) do. (39)

Es zeigt sich also, dal man die Wavelet-Transformationen vermége p, charakteri-
sieren kann. Dies ist bedeutend, denn nicht jede Funktion iiber H ist eine Wavelet-
Transformation.

Definition 33 Die Funktion p, gemdf (39) heifit Reproduktions-Kern fir den
Bildraum von W,

Maximal wird |py|, falls (a,b) = (da’,¢’). D.h., fiir einen fest gewéhlten Punkt
(a/,b") € H lokalisiert py um (a,b"). Heuristisch nachvollziehbar ist, daf$ sich gu-
te Lokalisierungseigenschaften von 1 auf die Kernfunktion p, iibertragen. Sei 1)
gemif (24) gewdhlt. Durch die Berechnung des Modulus ist man in der Lage, das
Abfallverhalten der Kernfunktion p, zu beschreiben.

(24) 148t sich in drei Summanden !, 1/? und v zerlegen, wobei mit ¢!, c) € R gilt
Y (z) = cette=t"/2 Gesucht ist eine Darstellung in Bezug eines festen Punktes,
etwa (a/,b') = (1,0) € H. Fiir py(a, b, 1,0) gibt es eine Modulusfunktion M (a, b) und
eine Winkelfunktion ¢(a, b), so dal mit (! ,, 9] o) = djy30-1) gilt

3 3 9
M (a, b)) = (o p, 10y = (O Wby, > W)= dy. (40)
=1 j=1

k=1
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Fiir jedes k gilt d;, = mye**. Die Exponentialfunktion ist monoton, deshalb kann
(40) geschrieben werden als

9
ip 9 i ip
eMe” = eXi=rmrer — Hem’“e . (41)
k=1
Mit mye?* = my(cos g + isin @) und e™ ¥k =my; € R ist zunéichst
9
(41) = [ [ mwe™esim e,
k=1

Sei M = H2:1 my und v = 2221 my, sin @y, dann folgt
Me" =1nM + ivy.
Substituiert man M und v, so hat man Modulus und Phase von py allgemein be-

schrieben
9

9 2 9 2 > My sin gy,
M = (Z my, COS gok> + (Z My, Sin <,0k> und ¢ = arctan k:l—
k=1 k=1 > my, cos ¢y,
k=1
Fiir jedes £ = 1,...,9 mufl m; und ¢, bestimmt werden. Hier soll nur die Berech-

nung fiir & = 1 durchgefiihrt werden. Somit ist das Skalarprodukt (1, ,, %1 ,) fiir
Yl (z) = e 7"/ auszuwerten. Mit

e(—icb/a—bz/(2a2))+t2(—1/2—1/(2a2))—|—t(b/a2 +ic(1/a—1) t2d+tetf

) e
und dem Ansatz t?d + te + f = —(tA — B)? + C ergibt sich

va?+1 b/a+ic(l - a) ¥ +cA(1—-a)*  .cb(l+a)
el p= L C=- oy
V2a Vova? +1 2(a2 4+ 1) a2 +1

Mit der durchgefiihrten Substitution vereinfacht sich das Skalarprodukt zu

V2ma .
va?+1

A=

<¢;,b ) wi0> =

Es ist somit

2ma  _P2te’(-a)® ch(l+a
m; = ———=e 20*+)  und ¢ = —7(2 )
a2 + 1 a*+1

Sei a fest gewiahlt, dann gilt fiir das Landau-Symbol o, ein € > 0 und b — oo
py(a,b,1,0) =0 (eib(m%)) .
Mit festem b folgt fiir a — oo bzw. a — 0
py(a,b,1,0) =0 (a_(l%s)) bzw. py(a,b,1,0) =0 (a_(HTE)> ,

was in Abbildung 5 gut nachvollziehbar ist.
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5.2 Lokale Approximation von W, f

Nachdem die lokale Approximationseigenschaft von p, am Beispiel eines Morlet-
Gaufl-Wavelets festgestellt wurde, soll nun unter Ausnutzung des Reproduktions-
Kernes eine lokale Approximationsformel entwickelt werden, die unter Ausnutzung
bekannter diskreter Transformationswerte die Wavelet-Transformation interpoliert.

Seien n Punkte P, = (a1,b1),..., P, = (an,b,) aus der Halbebene H so gewéhlt,
daf die Determinante von A = (A;;) = (py(aj,bj, a;,b;)) ungleich Null ist. Dies
impliziert die lineare Unabhéngigkeit der 1, und wegen p, = p, folgt, dal A
hermitisch (A = AT = A¥) und eine positiv definite Gramsche Matrix ist. Die
Punkte P; bilden das Gitter 7. Angenommen das analysierende Wavelet sowie die
Werte

Wi:Wd,f(a,-,bz-) y ’iZl,...,’I’L

seien gegeben. Auf einer geeigneten kompakten Untermenge der Argumente (a,b) €
H soll Wy f(a, b) durch eine endliche Linearkombination der Funktionen

ei(a'a b) =Py (CL, ba g, bl)

approximiert werden
Wy f(a,b) Z%ez a,b), (42)

mit der Bedingung W; = Wy f(a;, b). Aufgrund der Lokalisierungseigenschaft von
py diirfen die Punkte P; nicht zu weit voneinander entfernt gewihlt werden. Befindet
sich P = (a,b) in der konvexen Hiille der gewéhlten Punkte P;, so kann (42) eine
ausgezeichnete Approximation an W, f(a,b) darstellen. Die Berechnung der +; ist
einfach. Nach (42) kann folgende Gleichung notiert werden

Wj = W;zppf(ajabj) = Z%ez a’]a Z%de a],b],az,b)

i=1
= Z%‘Az’j-
i=1

Es sei sei nun B = A~ !, dann ist

Vi = Z W;Bj;.
j=1

Zusammen mit (42) erhdlt man die Approximationformel

WP f(a,b) = ZZW Bjiei(a, b). (43)

=1 j=1

Da (43) nur lokal gilt, das Signal f aber fiir verschiedene Skalen- und Zeitbereiche
analysiert werden soll, muf8 (43) noch in Abhéngigkeit einer Gitterinderung 7, —
Tg+1 betrachtet werden.
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Aussage 34 (Kovarianz) Die Matriz A ist invariant beziglich der Transformati-
onsfamilien Translation und Reskalierung.

Beweis: Sei Pi,..., P, ein fest gewihltes Gitter 7. Das um ¢, verschobene Gitter
7sei P = (a1,b1 + to), ..., Py = (an, by + to). Mit der Substitution ¢t = x — t, gilt

Py (aj’ bj + o, a;, bi + tO) = 1/C¢ (waj b+t wai,bﬁ-to) = 1/01/1 <wa]’ 3059 wai,bz)
= pylaj,bj,a;,b;).

Sei 7 das mit A > 0 reskalierte Gitter P, = (Aay, Aby), ..., Py = (Aan, Ab,). Mit der
Substitution t = z/A hat man

pT/’()‘a’j’ )\bj’ Aai’ )‘bl) = 1/01/’ <¢)\aj,/\bj7 w)\ai,/\bi> = 1/01/’ <waj,bj7 wai,bi>
= pylaj, bj, a;,bi)-

D.h., durch Translation um ein ¢, und Resklalierung um einen Faktor A > 0 wird
ein zu 7 kongruentes Gitter 7 generiert. U

Die Aussage 34 impliziert, daf die Matrix A fiir alle nétigen 74 nur einmal berechnet
und invertiert werden muSf.

Man erhilt somit die Moglichkeit durch einmalige Inversion einer Matrix und durch
Kenntnis der Wavelet-Transformation auf einer Menge von diskreten Punkten, be-
liebige Zwischenstellen (in H) in der konvexen Hiille dieser Punkte zu interpolieren.
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Teil II. Anwendung -
Materialklassifikation

In einer gemeinsamen Studie mit dem Institut fiir Mefl- und Senortechnik der
TU-Bergakademie Freiberg wurde der Versuch unternommen, durch Analyse des
Barkhausenrauschens, ein mathematisches Modell zur Materialklassifizierung zu ent-
wickeln. Nach einigen Erlduterungen iiber die physikalische Problemstellung steht
ein auf die Ergebnisse der Wavelet-Transformation aufbauendes statistisches Klas-
sifikationsmodell im Mittelpunkt der Betrachtungen.

6 Physikalischer Hintergrund

Die zunehmende Automatisierung der Fertigung erfordert stindig neue Mef8- und
Priifverfahren, die Informationen iiber den Produktionsproze3 bzw. iiber das herge-
stellte Produkt liefern konnen. Mit Hilfe von Mikroelektronik, moderner Rechentech-
nik und mathematischen Verfahren zur Informationsverarbeitung und zur Auswer-
tung stochastischer Signale ist es heute moglich, physikalische Effekte auszunutzen,
die bisher nicht oder nur mit hohem Aufwand auswertbar waren. Ein Beispiel ist
der Barkhausen-Effekt.

6.1 Grundlagen

Ein Ferromagnetikum besteht in seiner Mikrostruktur aus Weify’schen Bezirken mit
jeweils einheitlicher Magnetisierungsrichtung. Die Richtung dieser Magnetisierungs-
vektoren ist im magnetischen Zustand nicht statisch verteilt. Die Grenzen zwi-
schen unterschiedlich magnetisierten Weify’schen Bezirken werden durch schmale
Blochwinde gebildet, in denen sich die Magnetisierungsrichtung umkehrt. Beim An-
legen eines dufleren Magnetfeldes drehen sich die einzelnen Magnetisierungsvekto-
ren zunehmend in Richtung des Auflenfeldes, was mit einer Blochwandwanderung
verbunden ist. Nach Erreichen der magnetischen Séttigung liegen alle Magnetisie-
rungsvektoren in gleicher Richtung und die Blochwinde verschwinden.

Wird eine ferromagnetische Probe magnetisiert, so zeigt die Hystereseschleife
B = f(H) in ihrer Feinstruktur unregelmiflige Stufungen (Abb. 6), die durch die ir-
reversiblen Blochwandbewegungen verursacht werden. Diese Blochwandbewegungen
sind mit einer sprungférmigen Anderung des magnetischen Flusses verbunden und
lassen sich iiber eine Mefispule als induzierte Spannungsimpulse, die sogenannten
Barkhausen-Impulse, erfassen. Die Auslosung dieser Spriinge kann durch ein dufleres
Magnetfeld (magnetischer Barkhausen-Effekt), durch mechanische Beanspruchung
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Abbildung 6: Hystereseschleife und ihre Mikrostruktur

des Werkstoffes (mechanischer Barkhausen-Effekt) sowie durch Temperaturinde-
rung erfolgen. Fiir physikalische Grundlagenuntersuchungen konnen die einzelnen
Spannungsimpulse mit den Methoden der kernphysikalischen Zihltechnik ausgewer-
tet werden. Dabei wird sehr langsam magnetisiert, um Impulsgruppen zu vermeiden.
Bei schneller Magnetisierung mit Wechselstrom z.B. 50H z entsteht in der Mefispule
durch statische Uberlagerung der Einzelimpulse eine Rauschspannung. Diese weist
ein kontinuierliches Frequenzspektrum auf, das sich vom tiefen Niederfrequenzbe-
reich bis in den Hochfrequenzbereich von iiber 100k H z erstreckt. Die typische Zeit-
funktion einer Barkhausenrauschspannung bei zyklischer Ummagnetisierung durch
ein Wechselfeld zeigt Abbildung 7. Es entstehen Rauschimpulse, die ihr Maximum
in der Ndhe des Nulldurchganges des Magnetisierungsfeldes aufweisen.

6.2 Materialabhingigkeit des Barkhausen-Effektes

Durch Grundlagenuntersuchungen (vgl. [2],[17],[18]) ist bekannt, daf sich die Ei-
genschaften des ferromagnetischen Materials in charakteristischen Anderungen
der Rauschspannungen widerspiegeln. Ursache dafiir ist, dafl die Blochwandbewe-
gungen im Ferromagnetikum durch verschiedene Eigenschaften wie Leitfahigkeit,
Einschliisse, Gefiigestruktur, Hérte, innere und duflere mechanische Spannungen,
Ermiidung u.a. beeinfluit werden. Damit ist die Moglichkeit einer zerstorungsfreien
Werkstoffpriifung mittels Barkhausen-Effekt gegeben. Die bekannten Meflungen be-
schrinken sich darauf, Informationen iiber die Materialeigenschaften aus den Effek-
tivwerten, den Hiillkurven, den Spektren oder Amplituden-Verteilungen der Rausch-
spannung zu gewinnen. Ein Problem dabei ist, dafl aus diesen Ergebnissen nur be-
dingt auf einzelne EinfluBgrofen geschlossen werden kann. Aufgabe ist es deshalb,
Zusammenh#nge zwischen bestimmten Materialeigenschaften und Kenngréfien der
Rauschspannung zu finden.
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Abbildung 7: Barkhausenrauschspannung upyxy und Magnetisierungsstrom ¢,, bzgl.
der Zeit

6.3 Zielstellung

Bei den Untersuchungen soll geklirt werden, ob mit dem Barkhausen-Rauschen
Dréhte auf ihre Ziehfdhigkeit gepriift werden kénnen. Dazu werden Drahtproben
mit gleicher Zusammensetzung (0.085% C, 0.69% SI, 1.84% MN, 0.014% P, 0.005%
S, 0.09% CR, 0.99% NI, 0.29% MO, 0.001% AL, 0.02% CU, 0.001% TI) ausgewihlt,
die durch verschiedene Gliihzeiten unterschiedliche Festigkeitswerte (in N/mm?)
aufweisen. Die Festigkeit wurde bisher durch zerstérende Materialpriifung ermittelt.
Als MaS fiir die Ziehfihigkeit der Drihte wird die Einschniirung (in %) genutzt.

7 Ansatz mit der Wavelet-Transformation

Gemaéf der Zielstellung soll die Barkhausenrauschspannung v gy analysiert werden.
Ausgangspunkt bilden die beschriebenen Werkstoffe, die aufgrund verschieden langer
Gliihzeiten unterschiedliche Eigenschaften aufweisen.

Die Materialproben seien nun wie folgt gruppiert: Jeweils 5 von insgesamt 15 Proben
gehoren zur Gruppe G; ="zu kurz gegliiht”, Gruppe G5 =" ordnungsgemif gegliiht”
und Gruppe G35 ="ungegliiht”. Dieser Bezeichnung entsprechend gilt

— [l 5 _[,6 10 _ [0 15
Gy = {upgn, - Uppn} > G2 = {Upgy, -, upgy } und Gz = {upgy, -, Uggy | -

Die experimentell erzeugten Datensitze beinhalten durch die zyklische Ummagneti-
sierung periodisch wiederkehrende Rauschimpulsgruppen (Abb. 7). Mit der reellen
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Abbildung 8: Darstellung von y/n(a) + m(b) tiber die Zeit von vier Impulsgruppen

Wavelet-Transformation bzgl. des Haar-Wavelets

1 fiir x € [0,1/2)
YHaar(x) = ¢ —1 fiir z € [1/2,1]
0 sonst

lassen sich Merkmalsunterschiede in jeweils aufeinanderfolgenden Impulsgruppen
feststellen, was auf die Periodizitdt des Magnetisierungsstromes zuriickzufiihren ist.
Betrachtet man die Indikatorfunktionen

(@) = [ Wi, w7 und m®) = [ Wy, uzan(a, ) da

so lassen sich die Unterschiede gut visualisieren (Abb. 8). Eine Vermischung ist
deshalb zu vermeiden. Um eine mégliche Anderung des Materialverhaltens im Ver-
laufe der Ummagnetisierungen ebenfalls zu beriicksichtigen, soll zufillig nur eine
Magnetisierungsperiode (zwei Impulsgruppen) ausgewihlt werden, die der komple-
xen Wavelet-Transformation unterzogen wird. Dabei soll das Cauchy-Wavelet An-
wendung finden, um die theoretischen Interpretationsmoglichkeiten gegebenenfalls
anwenden zu kénnen. Das Ziel und somit eine Losung der Fragestellung besteht
nun darin, durch die Analyse einer geeigneten endlichen Auswahl von Indikatoren
¥, aus den Phasen- bzw. Modulusdarstellungen der Transformationen der einzel-
nen Datensétze einen Zusammenhang zwischen den materialbeschreibenden Grofien
(Einschniirung und Festigkeit) und den Indikatoren ¥,, aufzudecken.

7.1 Numerische Umsetzung

Die Datensétze upgy konnen als Funktionen auf dem Gitter der natiirlichen Zahlen
aufgefafit werden. (Die Funktionswerte entsprechen der physikalischen Gréle Mikro-
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Volt.) Somit wird eine Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation
(2) notwendig. Eine einfache Quadraturformel zur Approximation eines kontinuier-
lichen Integrals ist die Mittelpunktregel

[ st~ Y G+ G172 1), (44)

p1

mit h = (ue — p1)/N. Da die analysierenden Wavelets in der Regel nicht kompakt
getragen sind, ist es fiir die numerische Auswertung von (2) giinstig, die Intervall-
grenzen pq und po so auszuwihlen, daf fiir eine vorher vorgegebene Toleranz tol
gilt

max | f(1)] / () |dz < tol. (45)

R\[p1, 2]

Mit I = [u1, po] impliziert (45) fiir jeden Punkt (a,b) € H
W, f(a,b) — a*/? - tol < a'/? /f(b + at)(t)dt < Wy f(a,b) +a/? - tol .
I

Die linke Ungleichung folgt aufgrund

Woftwd) < a{ [16+apuwis [ 10+ alvol)

\
< a1/2/f(b+at)¢(t)dt+a1/2-tol.
I

Wegen f(b+ at)y(t) + |1(t)| max |f| > 0 ergibt sich
0 < @ [ (F+atp(e) + o) max] e
R\I

= Wwf(a,b)—al/Q/f(b-i—at)w(t)dt—i-ammax|f\ [p(t)|dt
I

R\/

< Wyf(a,b) —a'l? /f(b + at)p(t)dt + a*/? - tol
I
und es folgt die rechte Ungleichung. D.h. fiir ein geeignetes tol gilt die Approximation
Wy f(a,b) = a'/? / F b+ atyd(t)dt .
I

Sei N € N passend gewihlt, so hat man vermoge (44) eine allgemeine Quadratur-
formel

N-1

Wi f(a,b) m a1 37 F(b+ (s + (k +1/2) - h)s(us + (k+1/2) - h).  (46)
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Abbildung 9: Zufillig gewihlte Impulsgruppen u ! (li.) und & ! (re.) des Datensatzes

1
UpHnN

Das Wavelet 9 ist analytisch bekannt und somit als Funktion in einen Algorithmus
implementierbar. Sei upyy = u|y die Einschrankung von w auf N. Die Funktion w ist
aufgrund der Kenntnis von ugyxy nur auf N bekannt, d.h. bei entsprechend groflem
N miissen die Zwischenstellen bestimmt werden. Dabei notwendige Forderungen
an u (Glattheit o.4.) sind allgemein nicht nachweisbar. Mit dem Ansatz, da8 u
ein Element des Raumes stiickweiser konstanter Funktionen ist, modifiziert sich die
Quadraturformel zu

N-1

Wyu(a,b) ~ a'/? - h - Z upun([b+alp + (k+1/2) - B))Y(ps + (K +1/2) - h)

wobei [r] = z, mit r € R, z € Z und z — 1 < r < z. Man ist nun in der Lage, fiir
die notwendigen Gitter 7, = {(a1,b1),..., (an, b,)} die Werte W; = Wyu(a;, b;) zu
bestimmen und geméf Formel (42) die Wavelet-Transformation jeweils lokal fiir 7y,
entsprechend der Aussage 34, fiir £k = 0,1,2,... zu approximieren.

Sei nun ¢ = ¢ und u stiickweise konstant mit u; = u(t;) = upyn(t;) fiir ; € N
und [ =1,..., K. Fiir u existiert die Darstellung

u(t) = Tp_yu)(t) - upan(t) - (47)

Wegen (15) und (47) ist Wycauu exakt bestimmbar und der entstehende Approxi-
mationsfehler in (46) kann vermieden werden:

K t
Wiemti(a,b) = a2 u, / WO (¢ = b) /o)t
=1

t1—1
K b+at; d
= g!/? —C(t)dt
a4 lzlm / @’

= b+at;—1
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Abbildung 10: Komplexe Wavelet- Transformatlon auf 7 (50 x 50 Raster): (v.l.n.r.)
%W,lplc'auu ,Jlec’auu ,%lec”auu ,\SW,wlCauU/

1/2Zul (b+at) — C(b+at;_1)) (—i) .

Man hat als Integralformeln fiir die komplexe Wavelet-Transformation von u bzgl.
¥ fiir einen Punkt (a,b) € H

a2 K b+ aty b+ atiy
- N . 48
RWygeuu(a, ) o ( +(b+at)? 1+ (b+ atl—l)z) o
a2 K 1 1
SWyganti(a,b) = —— - W
Jng u(a, b) ot t (1 +(b+at; )2 1+ (b+ atl)Q) 49)

Man hat somit einfach implementierbare Summenformeln fiir den Real- und Ima-
gindrteil. Wegen der Periodizitéit des Magnetisierungsstromes werden die Datensétze
zerlegt. Bs sei uf mit uf’ = ubI(t;) = 19,9000 (1) w5 (2000(k — 1) + 1;) die k-te
Impulsgruppe des Datensatzes “%HN, wobei j = 1,...,15 gilt, eine Impulsgruppe
2000 Mef3werte hat und jeder Datensatz 16 Impulsgruppen beinhaltet. Sei nun ein
m € {1,...,8} zufillig gewéhlt (Abb. 9), dann sind die zu analysierenden Impuls-
gruppen des Datensatzes ul; v

i) = w2 Y () und T (4) = ™I () mit ¢ € [0,2000] C N.

Mit (48) und (49) werden die Wavelet-Transformationen bzgl. %/ und 7 ? auf dem
in a und b jeweils dquidistanten Gitter

r={(a,b) : a=1/2 Ab=1-40 Al=1,...,50}

berechnet (Mit diesem Gitter wird das interessierende Skalierungs- bzw. Zeitintervall
mit einer Schrittweite von h, = 1/2 bzw. h, = 40 diskretisiert.), siche Abbildung
10. Anschlieflend erfolgt die Berechnung der Phasen- und Modulusdarstellung.
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Abbildung 11: Zoom in die Phasendarstellung. Obere Reihe v.l.n.r. Fig.1 bis Fig.4
verschiedene Charakteristika, untere Reihe (gleiche Zoom-Bereiche) v.L.n.r. Fig.5 bis
Fig.8 Phasen fiir usgn, uSyn, Uhgy sowie uggy

7.2 Auswahl signifikanter Indikatoren

Die Phasenanalyse zeigt bestimmte Charakteristika des Signals auf. Die Fig.1 in
Abb. 12 zeigt einen Skalenbereich, der iiber die gesamte Zeit einer Impulsgruppe
unverindert bleibt. Mit den Aussagen aus Abschnitt 4.1 bzw. 4.2 kann nachgewie-
sen werden, dafl in diesem Skalierungsbereich eine monochromatische Komponente
existiert. Uber groBe Skalenbereiche entspricht die Phase der Fig.2. Das Grundmu-
ster wird durch zeitweise auftretende Komponenten iiberlagert. Fig.3 zeigt, daf} die
gleichbleibende Phase lokal zu bestimmten Zeitpunkten auf verschiedenen Skalen
Storungen unterliegt. Die Phaseniibergiinge sind nicht mehr auf Linien konstanter
Zeit. Die Fig.4 beinhaltet eine Darstellung fiir @ — 0. Die auftretenden Spitzen
zeigen Spriinge an, die in etwas gréfleren Skalen verschwinden (verschmelzen). Es
kann sich dabei um Dirac-Impulse verschiedener Ableitungsgrade zu bestimmten
Zeitpunkten handeln (Abschnitt 4.3).

Aus den Phasendarstellungen auf Gruppenzugehorigkeit zu schliefien, ist problema-
tisch. Zunéchst scheint dies moglich, in dem man ein Skalenbereich mit dhnlichen
Phéinomen wie in Fig.3 auswihlt und uhyy, vSyy, uhyy miteinandervergleicht.
Durch paarweise Vergleiche (Widerlegung mit u%;,) mufl dieser Ansatz verworfen
werden. Es lassen sich keine offensichtlichen typischen Merkmale feststellen.

Erfolgversprechender ist die Analyse des Modulus. Es sind M; M(a,b) u
j

M; = M;(a,b) mit (a,b) € 7 die Modulusdarstellungen bzgl. w7 und % °.
Mlttelungen

Die

qx;(b):ZW (i/2,D)[? /|M a,b)|’da ,
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Abbildung 12: Darstellung ¥} fiir je ein Wy aus G, Go bzw. Gy (v.l.n.r.)

W) = Y Mii/20P ~ [ [(0h)Pda

lassen Charakteristika bzgl. Gy, Gy und G3 vermuten (Abb. 12).

Die Indikatoren 1J,, werden nun wie folgt belegt

9% = bt mit W(bE) > Wh(t,) fiir l=1,...,50 und i = 1,2,

b; 50
0 =W, 0yt =) W) und 93 = Wi(t).
=1

I=b%

Angenommen Wi = Wi /(9}"+91") reprisentieren Siulendiagramme (relative Haufig-
keiten), so lassen sich die \il; als Dichten von empirischen Verteilungsfunktionen H;
interpretieren.

Definition 35 Es sei z = [ zH(dz) das arithmetische Mittel bzgl. der empirischen
Verteilung H. Dann heifit

my = / (2 — 2)FH (d2)
das k-te zentrale empirische Moment bzgl. der Verteilung H.

Fiir die Diskretisierung bzgl. 7 werden fiir 19% die Erwartungswerte (arithmetische
Mittel) gewahlt

50
9 =) 1T (t).
=1

Spezielle statistische Gréflen sind die Schiefe und der Exzess einer Verteilung:

S:mT‘;’Q und E=m—;l—3.
me, my
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Der Exzess beschreibt die Steilheit einer Dichtefunktion bzgl. der entsprechenden
Normalverteilung (im Parameterbereich). Positive Werte bedeuten grofiere Steilheit
als bei der Normalverteilung. Die diskretisierten Momente bzgl. \IJ; sind

- 50 50 k
p=1 =1
und damit ergeben sich weitere Indikatoren
. . mb > > mi
/19,’7711 — S]’Z — 73 und /lgg’l = ‘E]’Z = 4 — 3 .
("o (m):

8 Statistische Klassifikation

Nach der Auswahl der Indikatoren 9% aus den Modulusdarstellungen der jeweiligen
Datensitze u,; y mufl nun versucht werden, einen Zusammenhang zwischen 97 und
den vorgegebenen Werten fiir die Einschniirung und Festigkeit herzustellen.

Die Vektoren der klassisch ermittelten Einschniirungen und Festigkeiten werden be-
zeichnet mit

Y;z:(y;a"'ayés) und Yf:(yjl"7:y11°5) ’

wobei sich der Index j in yJ bzw. y; auf ul ;v bezieht.

8.1 Regressionsansatz

Definition 36 FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei ) der Ereig-
nisraum, A die zugehirige o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Eine
mefbare Abbildung Y : (Q, A) — (V,C) heifit Zufallsgrife mit Werten in Y. Es
sind fiir w € Q die Werte Y (w) =y die Realisierungen der Zufallsgrifen.

Definition 37 Es sei A ein Parameterraum. P = {P, : v € A} sei eine parame-
trische Verteilungsfamilie. Ferner sei Y € R*, Y ~ P, mit Y —E,Y = ¢ (E, sei
der Erwartungswert bzgl. v ). Die Verteilung Q, von & und E, seien als Funktionen
von v unabhdngig voneinander. Dann heiffit Y = p+¢ mit p = E,Y Regressionmo-
dell fir Y. Gilt uw = X0 fiir eine n X k-Matriz X, so heifft Y = X3 + ¢ lineares
Regressionsmodell.

Es wird jetzt angenommen, daf§ y/ bzw. y} Realisierungen von Y7 bzw. YJ? sind.
Durch die klassische Materialpriifung stehen deshalb Beobachtungsvektoren der
Groflen Y, und Yy zur Verfiigung, die nun mit £ Einflugréfien zi,...,z; in fol-
gender Form verbunden sein sollen

Y, = 2106+ + 20l + e
Y, = xlﬂ{—i-...—i-xkﬂ,f—i-af.
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Die Regressionskoeffizienten 7 und ﬂif sind unbekannt. Die Zufallsgréflen €, und ¢
sind Fehler mit Ee, = 0, Vare, = 02W, und Ee; = 0, Vare; = O?Wf, wobei W, und
W} positiv definite Matrizen sind. Je Datensatz wl v wurden die Indikatorvektoren
W = (05", .. 08 952, ... 9%7) erzeugt. Mit dieser umfassenden Auswahl und mit
9] = 1 hat man die linearen Modelle

YI = 9B+ 95 B+ .+ 0N B+ 058 + .+ 0128 + €l

Y] = 0Bl +05'8 + ...+ 95 8l + 0780 + ..+ 017, + &)
oder in Matrizenschreibweise

Y, =08°+¢e. und Y; =08 +¢;.

Das Ziel besteht nun darin, 3¢ und 3/ geeignet zu schiitzen. Auf Gaul bzw. auf
Gaufl und Markov geht die Methode der kleinsten Abweichungsquadrate zuriick, die
fiir schitzbare (3 beste lineare erwartungstreue Schitzungen liefert. Dabei wird die
Summe der Abweichungsquadrate ||Y — #3||> minimiert. Differenziert man nach 3,
so erhilt man die Normalgleichung

0703 =0"Y.
Hat 6 vollen Rang, so ist 876 regulir und die Schitzung
B="9)""0"Y

ist einzige Losung. B ist also der geschétzte Koeffizientenvektor fiir 4. Hat 6 nicht
vollen Rang, so ist immer noch

G=6"0)T0"Y

fiir eine beliebige verallgemeinerte Inverse eine Losung und minimiert ||Y — 6|2
Da W, und W; positiv definite Matrizen sind, kénnen auch die gewichteten Abwei-
chungsquadrate minimiert werden. Fiir die Koeffizientenvekoren hat man dann die
Schatzungen

g = (0"W.0) WY,

Bt = (6"W9) 0T WY,

Mit den konkreten Beobachtungen
Y; = (708,697,708, 725, 713, 600, 665, 617, 649, 649, 1294, 1344, 1400, 1334, 1400)”

Y, = (64.7,62.7,67.7,61.2,65.8,67.7,67.3,66.1,70.5, 70.5, 49, 53.9, 46.1, 47.2, 56.1)T
ergeben sich aufgrund der Regularitit von 6760 (]§70| = 2.42 - 10%) eindeutig be-
stimmte beste lineare erwartungstreue Schiatzungen
B¢ = (4.55-10"%,-8.22-107% —3.6-10°,1.62 - 10°,
7.22,-1.63-10%,8.69 - 10, —3.46 - 107°7,3.85 - 107,
—-9.98-10%,9.53 - 10, 6.17,8.99 - 10°*,3.75 - 102, —1.06 - 10~ )T
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und

B = (-9.4-10% 4.84-107%,3.96 - 10°*,1.95 - 10°2,
4.88-10,1.62-10%,1.37-10%,6.23 - 10 %, —1.74 - 10 %,
1.06 - 10°®, —8.56 - 102, —1.82 - 10°%, —1.67 - 102, —5.32 - 10°®,9.98 . 107",

Mit diesen Koeflizientenvektoren lassen sich jeweils Y, und }A/f bestimmen:

64.70000002696247 ( 708.0000003859848
62.70000002889731 697.0000004344918
67.70000002810013 708.0000003870464
61.20000002335070 725.0000004403970
65.80000002571944 713.0000004091527
67.70000002268506 600.0000004406697
R 67.30000002443484 R 665.0000004316804
Y, = 66.10000002720096 und Yy = 617.0000004145168
70.50000002642719 649.0000004394524
70.50000003099314 649.0000003768412
49.00000002795133 1294.000000418367
53.90000002872227 1344.000000430137
46.10000002617636 1400.000000468202
47.20000002633930 1334.000000447431
\ 56.10000002882805 / \ 1400.000000435385 /

Die Normen ||V, —Y,|| = 1.04332114188-10 %7 und ||Y;—Y}|| = 1.64482041768-10%
zeigen den Schétzfehler an. Aufgrund der geringen Ausgangsmenge an Datensitzen
ist eine Gruppenzuordnung anhand der errechneten Vektoren statistisch ungeniigend
abgesichert. Um bei entsprechenden Testdatenséitzen aber einer objektiven Grup-
penzuordnung zu geniigen, wird ein spezielles Klassifikationsmodell eingefiihrt.

8.2 Nichtlineare Diskrimination

Es seien n Testdatensitze ujfest gegeben. Diese werden der komplexen Wavelet-

Transformation unterzogen und man erhilt o/ fiir j = 1,...,n. Mit
1oyt - gt 9yt - g7
o=1: :
1oyt w9t 9t

werden die Vektoren (t!,...,#")T = 03¢ und (th, .. )" = 03/ gebildet. Die Pro-
blematik besteht nun darin, objektiv zu entscheiden, ob u?_fest € G4, € Gy oder € Gy
gilt.

Angenommen, mit #* = (¢,,t%)" gelte t* ~ P,, fiir v; € A. Nach den Gegebenheiten
des Experimentes (3 Gruppen) muf} vorausgesetzt werden, dal maximal drei Vertei-
lungen P,,, P,, und P,, mit v; € A existieren, die eine Klasseneinteilung implizieren
konnen. Das Ziel ist es nun, Mengen A;, Ay und As derart zu bestimmen, dafl diesen
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Mengen durch die Verteilungen P, "signifikant” unterschiedliche Mafle zugeordnet
werden. Fiir ¢ = 1,2 etwa P, (A1) > P,,(A;) und P,,(As) < P,,(As). Sind vy, vs,
vs3 bekannt, ist das Problem gut zu losen. Dann sind p,,, p,,, pu, die Dichten der
Verteilungen und es kénnte A; = {y : p,,(y) = maxp,, (y)} gewdhlt werden.
Zuniichst existiert iiber v; keine Information. Es stehen aber die Datensitze u’
zur Verfiigung. Es wird nun angenommen, dafl P, Elemente einer parametrischen
Verteilungsfamilie sind und daf8 die unterschiedlichen Werte fiir Einschniirung und
Festigkeit je Gruppe auf stochastisch unabhingige normalverteilte Fehler im klassi-
schen Verfahren zuriickzufiihren sind (eine sehr starke Annahme, die hier nicht be-
legbar ist). Es kann nun die Existenz von drei 2-dim. Normalverteilungen No(p;, ¥;)
vorausgesetzt werden, wobei nun v; = (p;, ;) gilt.

Aus den gegebenen Beobachtungen sind nun y; und ¥; zu bestimmen. Mit ¥; =
(yZ,y})" soll gelten

Y}' ~ NZ(,ul,El) fir _]: ]_,...,5 ,Y}' ~ Nz(lu,g,EQ) furj=6,,10
und Y7 ~ Ng(ﬂg,zg) fur] = ].]_, ,15 .
Die entsprechenden Dichten sind

1

_ A A~ iut TCTRE .

t=1firj=1,...,5,¢=2firj=6,...,10,¢ =3 fiir j = 10,...,15. Da die Y¥;
unabhéngig sind, kénnen die gemeinsamen Dichten

Ly, i1, %1) = p' () = pr(y)-- - -ps(y) , L2(Y, b2, X2) = p°(y) = ps(y)-- - -pro(y) und

L3(ya,u'37 ¥3) = pg(y) =pu(y) ... pis(y)

gedildet werden. Sie heiflen die Likelihood-Funktionen. Wird nun y beobachtet, so
ist die plausibelste Verteilung diejenige, fiir die L(y, -, ) maximal wird. Da die In-
Funktion monoton ist, kann die zu L dquivalente In-Likelihood-Funktion

Py, i, ) = In L'y, pas )

minimiert werden. Es ergeben sich als Likelihood-Schéitzungen fiir p; und %;

50 5i

L1 & 1 N N

i = = E y; und X; = — E (5 — 1) (y; — )"
M jsia " jZsica

Man hat also Schitzungen 7; fiir v; und somit Verteilungen No(/i;, iz)

Definition 38 Als Maximum-Likelihood Klassifikationsregel bezeichnet man:
gi(z) =1 (z — )57z — ) < (2 — ﬂj)TZA)]-_l(z — fj) Yi # j ansonsten
9i(z) = 0. Dabei wird z in die i-te Klasse eingeordnet, falls g;(z) = 1. Ist g;(z) =0
Vi, so ist z nach dieser Regel nicht klassifizierbar.
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Abbildung 13: Entscheidungsbereiche einer nichtlinearen Diskrimination (Abzisse:
Einschniirung [45,75], Ordinate: Festigkeit [450,1800])

D.h., daB ein Beobachtungsvektor z in die i-te Klasse eingeordnet wird, falls p(z) >
P’ (2) fiir alle 7 # j.
Aus neun konkreten Testdatensétzen wurden die Vektoren ¢; erzeugt

t; = (72.01,466.89)" t, = (58.48,911.48)" 3 = (50.01,1275.54)"
ty = (60.39,809.49)" 5 = (66.19,622.04)T ¢ = (53.71,1771.89)"
t; = (64.93,677.36)T 5 = (62.57,807.21)T ¢4 = (61.94,556.49)T.

Alle neun Datensiitze konnten klassifiziert werden. Folgende Zuordnungen ergaben
sich:

go(t)) =1 g3(ta) =1 ga(ts) =1
91(ts) =1 go(ts) =1 gs(ts) =1
gilts) =1 gi(ts) =1 ga(te) = 1.

Abbildung 13 zeigt die Zuordnungsbereiche in einer ”Festigkeit-Einschniirung-
Ebene”. Da X; # ¥; fiir ¢ # j gilt, ergeben sich keine linearen sondern quadratische
Trennfunktionen.

In einer anschlielenden Kontrolle hat sich ergeben, dafl ¢5 und ¢; falsch klassifi-
ziert wurden. Es muf} gelten ¢;(¢5) = 1 und go(t7) = 1. Als Ursachen dafiir kénnen
die geringe Ausgangsdatenanzahl, eine leicht verdnderte Experimentieranordnung
(Maximum der Amplitude des Magnetisierungsstromes) sowie eine mogliche Nicht-
optimalitét des linearen Modells angegeben werden.
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9 Zusammenfassung

Unter Ausnutzung von [8] und [9] konnte ausgearbeitet werden, dafl man sich bei
der komplexen Wavelet-Transformation reellwertiger Signale auf progressive Wave-
lets beschrinken kann. Nach Fortsetzbarkeitsaussagen in [19] kann eine analytische
Beschreibung des Transformationsergebnisses durch die Fortsetzung von Funktionen
mit reellem Definitionsbereich in die obere komplexe Halbebene realisiert werden.
Unter Ausnutzung allgemeiner funktionentheoretischer Aussagen (siehe [3]) konnte
somit ausfiihrlich die Aussage aus [9] nachgewiesen werden, wonach sich die Wavelet-
Transformation bzgl. des Cauchy-Wavelets als eine Wirtingerableitung des fortge-
setzten Signals interpretieren 1d8t. Der Einsatz der Cauchy-Wavelets konnte aufler
mit sehr guten analytischen Eigenschaften auch damit gerechtfertigt werden, dafl
sie sich in die Menge minimierender Funktionen der Unschérferelation der affinen
Gruppe einordnen liefen. Die Konstruktion der Morlet-Gaufl-Wavelets, basierend
auf [8], zielte darauf ab, Wavelets zu erhalten, die sich durch gute Berechenbarkeit
von Phase und Modulus auszeichnen. Mit dem Lusin-Wavelet, gem&f einem Ansatz
aus [13], stellte sich ein anderer Zugang zu den Cauchy-Wavelets heraus.

Bei der Analyse spezieller Signalklassen, basierend auf [1], [8] und [9], wurden zum
Teil durch einfache Folgerungen Riickschliisse auf das Signal sowie deren Bezie-
hungen zu Phase und Modulus der Wavelet-Transformation realisiert. Anmerkens-
wert ist die Unabhéingigkeit der Waveletauswahl bei der Analyse monochromatischer
Funktionen. Mit Hilfe der Distributionentheorie (siehe [10]) konnte eine Interpreta-
tion homogener Signalstrukturen aus [8] vollstindig bewiesen werden (unabhingig
und andersartiger Beweis als in [9]). Weiter hervorzuheben ist auch, dafi unter der
Annahme der Existenz von Ableitungen, diese durch geeignete Wahl des analysie-
renden Wavelets approximiert werden konnten. Durch den Nachweis einer expli-
ziten Berechnungsvorschrift fiir die n-te Ableitung der Fourier-Transformierten des
Cauchy-Wayvelets, konnte eine Aussage iiber deren Ordnung erzielt werden. Dadurch
wurden die Cauchy-Wavelets auch fiir die Approximation auswéhlenswert. Bei ent-
sprechend starken Forderungen an die Differenzierbarkeitsordnung des Signals und
an die Ordnung des analysierenden Wavelets, wurde es so méglich, das Kriimmungs-
und Ableitungsverhalten in einfacher Weise zu studieren.

In Vorbereitung auf die numerische Umsetzung wurde mit dem Reproduktions-Kern
(geméB [8]) eine Charakterisierung der Menge der Wavelet-Transformationen iiber
H eingesehen (siehe auch [9]). Unter Ausnutzung des guten Lokalisierungsverhaltens
dieses Kernes, das aufgrund der expliziten Berechenbarkeit von Phase und Modulus
der Morlet-Gauf3-Wavelets exemplarisch nachgewiesen werden konnte, wurde geméaf
der Ausarbeitung in [8] eine Interpolationsformel fiir die diskretisierte Transformati-
on eingesehen und die Invarianz der Gramschen Matrix A bzgl. einer Gitterdinderung
bewiesen. Es entstand damit der Vorteil, die Transformation nur auf einem relativ
groben Gitter durchfithren zu miissen.

Ein Anwendungsbeispiel aus dem Bereich der Materialklassifikation/- priifung re-
préisentiert einen reellen Signaltyp, bei dem keine Frequenz dominierend ist. Dem
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Ziel folgend, Materialen entsprechend ihrer Giite (Festigkeit etc.) zu klassifizieren,
wurden die reellen Mefldaten einer komplexen Wavelet-Transformation unterzogen.
Im Hinblick auf die Interpretierbarkeit wurde das Cauchy-Wavelet ausgewihlt. Die
Phasenanalyse ergab, dafi das Signal aus monochromatischen und zum Teil aus ho-
mogenen Komponenten besteht. Annormalitéten in den Phaseniibergéngen konnten
nicht interpretiert werden. Der Versuch, verschiedene Datensétze danach zu klassi-
fizieren, schlug fehl.

Dementgegen erwiesen sich die Indikatoren aus den Modulusdarstellungen erfolgver-
sprechender. Durch einen erstmals formulierten und somit neuartigen Ansatz (Kom-
bination der Analyse deterministischer Gréflen der Wavelet-Transformation und sta-
tistischem Klassifikationsmodell) konnte ein Materialklassifikationmodell entwickelt
werden

Dabei konnte durch einen Regressionsansatz ein linearer Zusammenhang zwischen
klassischen Giiteparametern und Transformationsergebnissen hergestellt werden.
Aufgrund der zu geringen Ausgangsprobenmenge, ist dieser Zusammenhang nur
geniigend statistisch abgesichert. Die Maximum-Likelihood-Klassifikationsregel lie-
ferte eine nichtlineare Diskrimination, die objektiv Testdatenséitze in entsprechende
Giitegruppen einordnet. Im Ergebnis konnte das entwickelte Klassifikationsmodell
80% der Materialproben in die richtigen Qualitdtsgruppen einordnen.

Ausblick: Die allgemeine Darstellung von minimierenden Wavelets der Unschérfe-
relation der affinen Gruppe ausnutzend, kénnte versucht werden, eine analytische
Darstellung der Wavelet-Transformtion zu finden. Durch Auswertung dieser in Bezug
auf verschiedene Signalklassen, kann es moglich sein, die freien Wavelet-Parameter
signalabhéingig zu belegen. Eine so optimierte Transformation koénnte im Anwen-
dungsbeispiel bessere Ergebnisse liefern.

Beziiglich der Materialklassifikation scheint es ohne weiteres denkbar, nach einem
nichtlinearen Zusammenhang zu suchen und auflerdem transformationsunabhéngige
Paramter, wie etwa Amplitude und Offset des Magnetisierungsstromes, einzusetzen.
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