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Das vorliegende Skript zur Vorlesung Fehlerlehre und Statistik soll den
Studierenden zur Aufbereitung des Vorlesungsstoffes dienen und er-
hebt weder einen Anspruch auf Vollstandigkeit noch einen Anspruch
darauf, ein Lehrbuch ersetzen zu wollen. Insbesondere kann und will es
den Studierenden einen regelmalligen Besuch der Vorlesungen nicht
ersparen.

Alle Formeln und Beispiele wurden mit viel Sorgfalt zusammengestellt.
Trotzdem kann keine Gewahr (z.B. fir Druck- oder Schreibfehler) tber-
nommen werden.

Dieses Skript folgt der sogenannten ,Hannoveraner Schule“. Grundlage
bilden meine eigenen Mitschriften von 1985 der Vorlesungen von
Prof. Dr.-Ing. Dr.h.c.mult. Hans Pelzer (1), der den Stoff als hervorra-
gender Hochschullehrer exzellent aufzubereiten verstand, so dass ich
ihn hier sehr gerne als Hauptquelle angebe. Ich danke Prof. Dr.-Ing.
Volker Schwieger fiir die Uberlassung vieler Formeln in digitaler Form.
Nattrlich wurden die Inhalte umfangreich erganzt und werden stets ak-
tualisiert. Schreibweise und Wahl der Formelzeichen erfolgt DIN- bzw.
ISO-konform. Die Berechnung der Beispiele und das Plotten der Vertei-
lungsfunktionen geschieht in den Ubungen rechnergestiitzt mit Pro-
grammsystemen wie Matlab® bzw. dem gleichwertigen Octave (reeuae),

Weitergabe — auch digital — nur in unveranderter Form. Nachdruck und
kommerzielle Verwertung nicht ohne Genehmigung.
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1 Begriffsdefinitionen
1.1 Statistik allgemein

Definitionen

Statistik: von ,staticum® (lat.) ,den Staat betreffend* oder ,Zustandsbeschreibung
des Staates” (=> z.B. Aufzeichnung von Geburten oder Sterbeféllen in Kir-
chenbiichern)

Statistik: ... ist die Lehre von Methoden zum Umgang mit quantitativen Informatio-
nen (Daten). Sie ist eine Moglichkeit, eine systematische Verbindung zwi-
schen Erfahrung (Empirie) und Theorie herzustellen. Sie ist damit unter
anderem die Zusammenfassung bestimmter Methoden, um empirische
Daten zu analysieren. (WIKIPEDIA, 2011)

Statistische Grundaufgaben: Beschreiben, Schatzen, Entscheiden

Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit
(SACHS, Angewandte Statistik, 1996)

Typische Fragestellungen in der Geodasie (Kuhimann/Schwieger 2001)

o Wie genau ist meine Streckenmessung?

o Ist die Genauigkeit der Winkelmessung ausreichend um eine Koordinate
auf 2 cm zu bestimmen?

o Wie berechne ich die Genauigkeit fur eine Funktion der Beobachtungen?
. Mit welcher Wahrscheinlichkeit Gberschreitet ein Messwert einen vorge-
gebene Grenzwert?

1.2 Der Begriff des ,Fehlers® in der Geodasie

.Fehlerfreie“, vollkommen perfekte Messungen (Beobachtungen) ohne jegliche Ab-
weichungen sind infolge von Gerateungenauigkeiten, Verbliebenen Restfehlern
(nach Kalibrierung/Justierung), der Unzulénglichkeit der menschlichen Sinne und
anderen aul3eren Einflissen (Umwelt) nicht mdglich.

(Geodatische) Messungen mussen im Hinblick auf ihren jeweiligen Zweck mit einer
anwendungsorientierten Genauigkeit ausgefuhrt werden.

Um die Genauigkeit einer Messung zu erhéhen und aus Kontrollgriinden, werden die
Beobachtungen (= Messungen) in der Regel mehrere Male wiederholt.

Der haufig verwendete Begriff ,Fehler” ist eigentlich so nicht richtig und somit zu
vermeiden. Meist handelt es sich lediglich um ,Abweichungen®.

Keine andere Ingenieurwissenschaft spricht in ihrer Fachterminologie davon,
dass sie ,Fehler macht“! Warum sollte die Geodéasie dies tun und sich unter
Wert verkaufen?
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Aufgaben der Fehlerlehre

Bei der Auswertung der Messungen entstehen die folgenden Aufgaben:

a) aus den Beobachtungen den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten GroRRe ablei-
ten (z.B. Mittelwert)

b) eine Mal3zahl fir die Genauigkeit einer einzelnen Beobachtung der Messreihe an-

geben (z.B. Standardabweichung)

c) die Genauigkeit des Mittelwerts und dessen Vertrauensbereich abschatzen

d) die Genauigkeit von aus beobachteten Werten abgeleiteten Grol3en abschatzen
(,Fehlerfortpflanzung®).

Fehlerarten bzw. Arten von Abweichungen

Fehlerart

Beschreibung

Ursache

Bekdmpfung

Grobe Fehler

absolut fehlerhafte
Messwerte, z.B. Irrtiimer,
Verwechslungen, Zah-
lendreher

Meist zurtickzufiihren auf
menschliches Versagen

Unabhéngige Kontrollmes-
sungen und -rechnungen

Systematische
Abweichung

friher

Systematische
Fehler

Nicht beherrschbare oder
unbekannte Fehlerein-
flisse, die bei gleichen
Bedingungen immer mit

dem gleichen Vorzeichen
im selben Sinn wirken,

z.B. Temperatur, Refrak-

tion, Kalibrierfehler

Fehlerhaft/unzureichende
Kalibrierung, systematische
Einflisse (Temperatur, Wind,
etc.), fehlerhafte Bedienung

Lassen sich nicht durch Wie-
derholungsmessungen elimi-
nieren

=> sorgfaltige Kalibrierung,
geeignete Messverfahren
und —prinzipien

Zufallige Ab-
weichung

friher

Zufallige Fehler

Nach Abzug der anderen
Fehler verbleibende Ein-
flisse zufélliger Natur
(unterschiedliche Vorzei-
chen)

Entstehen durch Zu-

sammenwirken vieler

kleiner Einzelanteile
(Elemtarfehler)

Unvollkommenheit der
menschlichen Sinne und der
Messinstrumente, zufallige
Veranderungen der Umwelt-
bedingungen

Einfluss durch Messhaufung
(Wiederholungsmessungen)
zu mindern.

Liefern zusammen mit Werk-
zeugen der Statistik ein Mal3
fur die Gute der Messung

I ‘
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2 ZufallsgrofRen
2.1 Grundbegriffe

ZufallsgroRe X:

e st das durch eine Zahl ausgedrickte Ergebnis eines Experiments, dessen
Ausgang innerhalb gewisser Grenzen ungewiss ist.

e Kann in einem bestimmten Wertebereich verschiedene Werte annehmen
(Messwert x;)

e FUr jeden Messwert x; lassen sich die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(x;)
angeben

Diskrete ZufallsqroRe

Der Wertebereich besteht aus abzéhlbar vielen, diskreten Werten
W(X) = {x;, %, X3,..., %,

Beispiele: - Die Augenzahl bei einem Wirfelspiel mit zwei Wiirfeln ist eine Zufalls-gré3e, deren
Wertebereich nur (ganze, einzelne) Zahlen 2, 3, ..., 12 umfasst.

- Ergebnis beim Roulette
- Sieger beim Pferderennen (Starthummer)

Wegen der Beschrankung auf diskrete Zahlen spricht man von einer diskreten Zu-
fallsgroRie.

Einschub

Diskrete ZufallsgroRen werden in der Geodasie und
deren Fehlerlehre nicht behandelt!

Stetige ZufallsqrofRe

Der Wertebereich ist ein Intervall I, auf der Zahlengeraden

v

0 a b
W(L)=(a,b)

l,el, mitj=123...,n

n Realisierungen /; (Beobachtungswerte) fur die Zufallsgrof3e L

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Fur das Ergebnis einer Streckenmessung zwischen zwei gegebenen Punkten ist bei
einer genugend feinen Auflésung innerhalb gewisser Grenzen jeder Zahlenwert
denkbar. Derartige ZufallsgroRen werden stetig genannt.

MessgroRRe: Werden die Werte einer ZufallsgroRe durch direkte Messung be-
stimmt, spricht man von einer Messqgrél3e, bezeichnet mit L.

Realisierungen: Die Messwerte [, (j=1,2,...,n ) sind Realisierungen der Messgroi3e L.
Die Realisierungen liegen oft in diskreten Abstanden vor.

Stichprobe: - Menge der Beobachtungswerte (Realisierungen)
- Umfang » der Stichprobe (Anzahl der Realisierungen)
- Grundgesamtheit (n — )

Beispiel 1: KorpergroR3e aller Studierenden

Wertebereich: (L) =(0,%) z.B. W(L) = (1.00m,2.50m)

Grundgesamtheit: Alle Studierenden einer bestimmten Population
Stichprobe: z.B. n Studierende dieses Semesters GM und Gl in NB
Beobachtung /: Korpergrofie von Student(in) j

Beispiel 2: Léange einer Strecke zwischen zwei Punkten

- Wertebereich: (L) = (0,0) z.B. W(L) = (99.000m,100.000m)

- Grundgesamtheit: Alle denkbaren Messergebnisse im Intervall
- Stichprobe: z.B. n Messwert J; fir die Strecke
- Beobachtung /; Messwert Nummer j von n

Unterschied: - Streckenlange L besitzt einen wahren Wert L und einen Mittelwert L,
auch wenn wir den wahren Wert selten kennen.

- Korpergrol3e L besitzt keinen wahren Wert L , bestenfalls einen Mittel-
wert L

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.2 Verteilung einer Zufallsgrof3e
2.2.1 Haufigkeitsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte

Problem: Grol3ere Beobachtungsreihen werden schnell untbersichtlich
Ziel: Komprimierung der Information
Ldsung: Klassifizierung der Beobachtungen

Die Messgrof3e L ist n-mal bestimmt worden. Man spricht von einer Stichprobe vom
Umfang n.
l;,j=12,..n.

Messwerte /; werden bei Wiederholungsmessungen seltenst denselben Zahlenwert
annehmen, sondern entsprechend den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
innerhalb eines gewissen Bereichs um einen (theoretischen) Mittelwert (den Erwar-
tungswert x) zufallig streuen. Messwerte /; liegen also innerhalb eines bestimmten
Intervalls /a,b]

a<i <b Vi)

J

Das Intervall /a,b] lasst sich in m Klassen K, der Breite Ax einteilen

b—a
—t

Ax =

Absolute Haufigkeit k,: Anzahl k,_der Messwerte in der Klasse K,

Fir die £, gilt: 0<k <n ,denn Zki =n
i=1

Die Darstellung erfolgt entweder als Histogramm (Treppenkurve) mit 2 Saulen der Hohe &, oder als
Haufigkeitspolygon, bei dem die einzelnen &, durch Linien verbunden werden.

k(x;,Ax) Absolute Haufigkeit
A
# Iy ¥
2004 Hiufigkeits-
funktion
150 Ax N
100 / / : \ Haufigkeits-
> S polygon
[ N
A )
| | | | | | | | >
ax X X X; x, b
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Relative Haufigkeit 4, Verhaltnis der k,_zum Umfang » der Messreihe.

i=12,...m

hizh(xi,Ax)zﬁ
n

k=1

1

v

N

Furdie i giltt  |0<h(o,Av)<1 denn 3 h(x,ax)=3 R =1,
i=1 =L n n ;
——

n

Alle Klassen zusammen betrachtet bilden die Haufigkeitsfunktion.

Die Darstellung erfolgt als Histogramm mit 72 Séulen der Hohe 4, oder als oder Haufigkeitspolygon,
bei dem die einzelnen 4, durch Linien verbunden werden.

h(x;,Ax) Relative Haufigkeit
. L /
Hdufigkeits-
funktion
0,31 AN
4 % . .
024 / \ Haluﬁgkelts
— < polygon
[/ 2 N
| | | | | | >
a X, X X X, x, b

Nachteile der Haufigkeitsfunktion: «) bei kleinen n (geringe Anzahl von Messwer-
ten) wenig reprasentativ

b) Funktion ist nicht stetig

Abhilfe fir @): Ubergang auf die Grundgesamtheit (n — )

Eine Messreihe vom Umfang »n=oowird als Grundgesamtheit be-
zeichnet. Fur sie konvergiert die relative Haufigkeit zu ihrem Grenz-

wert, der Wahrscheinlichkeit. p(x;Ax):

lim(A(x,, Ax)) = Iim(ﬁj = p(x,, Ax)| Wahrscheinlichkeitsfunktion

n—>0 n—>0 n

(fir n — ooist die Funktion reprasentativ)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Abhilfe fiir b): Ubergang auf die Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Form der Wahrscheinlichkeitsfunktion hangt nicht nur ab von der Lage des Bal-
kens (Klasse) auf der Zahlengeraden, was durch x; gekennzeichnet wird, sondern
auch von der Breite Axder Klasse. Es ware eine unabhéngige Darstellung win-
schenswert.

Diesen Mangel kann man beseitigen, indem man die Wahrscheinlichkeitsfunktion

durch die Klassenbreite Ax dividiert und Klassenbreite differentiell schmal werden
lasst (Ax — dx).

=> es folgt als Grenzfall die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

Ax—dx

lim (!Zﬁéiiéflj = f(x)|  Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

(Damit werden die Unstetigkeiten beseitigt)

Stetige Funktion f(x) des Parameters x, die Auskunft Uber die Wahrscheinlichkeit P
gibt, mit der eine Messgrof3e L zwischen den Grenzen x und x+dx fallt.

plx,,dx)=P(x <L < x+dx)= f(x)dx

A fx)

X  x+dx g
Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsgrol3e (schraffierte Flache)

Zdadﬂ:Tﬂ@ﬂzl

(Notwendige Bedingung fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.2.2 Summenhaufigkeitsfunktion und Verteilungsfunktion

Die Haufigkeitsfunktion aus 2.2.1 gibt die relative Haufigkeit von Beobachtungswer-
ten in bestimmten Teilintervallen des Wertebereichs an. Samtliche Messwerte fallen
in das Intervall /a,b], das in m Klassen der Breite Ax unterteilt ist (oft weniger interessant).

Das Verhaltnis der k; zum Umfang der Messreihe n wurde als Haufigkeitsfunktion #;
eingefuhrt in der Form 4, =h(x,,Ax)=k,/n mit i=12,..,m, wobei m die Anzahl der
Klassen war.

Die hier zu definierende Summenhaufigkeitsfunktion gibt die relative Haufigkeit von
Beobachtungswerten an, die nicht gréRer als ein bestimmter Grenzwert x, +ﬂ sind

(oft sehr interessant):

Vi I J
7 Iy 7
: Haufigkeits-
funktion
A
/
/
| | | | | | | >
ax, X X X1 x, 0
|
x:+Ax/2
Ubergang von der Histogramm-Darstellung in der Form
( Anzahl der Werte J
‘ inder i - ten Klasse
B, Ax) = o = it i=12,..m
n (Umfang der Stichprobe)

zur Darstellung als Summenhéaufigkeitsfunktion

H(x;,Ax) = Zi:h(xk,Ax)

k=1

Fir die Summenhaufigkeitsfunktion gelten die Grenzen |0< H(x,,Ax) <1,

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Die graphische Darstellung der Summenhaufigkeitsfunktion erfolgt in der Regel als
Summenhaufigkeitspolygon.

H(x;,Ax) Summenhaufigkeit
10-4 - % """"""""""""""""""" / 7
0,84 // Summenhdiu-
J/ figkeitsfunk-
O 6 N B / v tion
/

Summen-

0.4~ ; Axr hdufigkeits-
polygon

021

f/
I I I I | | I >
“x X% x X, x, b
Fur stetige ZufallsgroRen verbindet das Summenhdufigkeitspolygon die rechten Klassengrenzen

Verteilungsfunktion: ahnlich wie in 2.2.1 kann auf die Grundgesamtheit und somit
eine stetige Darstellung Ubergegangen werden:

(n—> o0, Ax —> dx).

anstatt der Summenhaufigkeit erhalt man die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Mess-
grof3e unterhalb eines Grenzwertes b liegt.

b
Verteilungsfunktion: |F(b)=P(L<b)=P(-0<L<b)= If(x)dx
o\

\

Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion

Tf(x)dx =1

(Notwendige Bedingung fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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A Jx)

dx \
' | \
i \ Wahrscheinlichkeits-

F(b) ‘%

X xtdx
Graphische Darstellung der Verteilungsfunktion F(b) und der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f{x)

v

S

Wenn die Verteilungsfunktion einer Messgrof3e L (Zufallsgrof3e) bekannt ist, kann die
Wahrscheinlichkeit angegeben werden, mit der L zwischen zwei Grenzen a und b
fallt.

Pla<L<b)=P(L<b)-P(L<a)=F(b)-F(a)= if(x)dx

Wahrscheinlichkeits-

F(x+dx) dichtefunktion fx)

F(b)-F(a)

P

22

\\E

v

S

a x Xx+dx

Graphische Darstellung der Wahrscheinlichkeit, dass eine ZufallsgroRe in ein Intervall /a,b] féllt, als
Flache (Verteilungsfunktion F(a)-F(b) ) unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f{x)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.3 Mittelwert, Erwartungswert und Wahrer Wert einer ZufallsgriéfRe
2.3.1 Definitionen

Gegeben:
ZufallsgroBe L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

(Stichprobe => Beobachtungsvektor)

ll
)
l= 2 n Beobachtungen fiir dieselbe BeobachtungsgroRe
ll’l
Gesucht: - Komprimierung der Information

- ,Beste Realisierung“ nahe der Wahrheit

»Empirischer Mittelwert" (oder auch ,arithmetisches Mittel*)

1
! :;Zl_/ =

n
j=1

T
e -1
1n nl

S |-

mite" =[1 1 ... 1]

als erwartungstreue, unverzerrte Schatzung des Erwartungswertes.

FUr n =0 konvergiert der Mittelwert gegen den Erwartungswert

4y = E(L) = lim(f)= Iim(lil/): |im(1- e". 1j

n—»o0 n—o| pn ) n—o\ p Lln n,l

Definition: x4, = Il-f(l)dl mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion £(/)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Allgemein:

L1
E(X)=py, = Ilm(—Zx,j Erwartungswertoperator
n—ol n 1 ’

Strenge Definition fiir beliebiges 6 >0: |lim P([l - /,z,| > 5)= 0

Erwartungswert bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichte fix)

Nach 2.2.2 ist die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Zufallsgréf3e X in ein differentielles
Intervall fallt:

P(xSXSx+dx):f(X)dx=px

A fx)

Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion fx)

v

Von n Beobachtungen insgesamt (bei n — «) fallen in dieses Intervall n, Werte:

n,=n-p. =n-f(x)dx

Das Mittel all dieser Werte (analog zur Summenhaufigkeit) ist

L ix-nx -1 ix-n-f(x)dxaux
[ r— [ —

Ersetze das Summenzeichen durch ein Integral:

400

U, = Ix-f(x)dx Erwartungswert

—00

Erwartungswert u, bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte f(x)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Wahrer Wert

Der wahre Wert L isti.d.R. nicht gleich dem Erwartungswert g, : L+ M,

Der wahre Wert ist in der Rgel nicht bekannt! (Beispiel fir einen bekannten wahren Wert:
Winkelsumme im Dreieck = 200 gon !)

Wahrer Wert: L =u,—Al mit A als systematische Abweichung

Wahre Abweichung: n,=¢;+A,=1,-L

Zufallige Abweichung  (bezogen auf den Erwartungswert)

&; =1, — | bzw. in Vektorform € = 11_ e 1 mit dem Einsvektor e =

1

Verbesserung  (bezogen auf den Mittelwert)

v, =1-1,| bzw.in Vektorform

In der Geodasie wird durch Auswertemethoden® und Messanordnungen® darauf hin-
gearbeitet, dass systematische Abweichungen moglichst nicht auftreten oder ver-
schwindend gering sind.

Dann (und nur dann) gilt: A=o0, da =L,es gilt dann auch: p=¢.

© Durch Kalibrierung im Labor kann die Abweichung eines Messbandes von der Soll-Lange bestimmt wer-
den, die an jeder Messung anzubringen ist , um die Systematik zu eliminieren.
® Durch Messung in zwei Lagen werden Ziel- und Kippachsfehler eines Tachymeters eliminiert.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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2.3.2 Rechenregeln fur Erwartungswerte

Gegeben: Eine oder mehrere ZufallsgroRe X bzw. ein Zufallsgréf3envektor X mit
Wahrscheinlichkeitsdichte(n) f(x) und Erwartungswert(en) u_.

Eine Zufallsvariable Y ergibt sich durch Einsetzen von X bzw. X in eine bekannte

Funktion g:

1) Wahrscheinlichkeitsdichte f{y) von Y :

_SG) a9
f(y)—g,(x) f( )dy

2.) Erwartungswert x von Y (allgemeingultige Formel):

uy =E(Y)= [g(x)- f(x)dv

3.) Erwartungswert einer linearen Funktion Y = g(X)=a+bX mit a und b als beliebi-
ge Konstanten:

u,=EXY)=a+bu,=a+b-E(X)

4.) Erwartungswert einer Summe Y = g(X) = ZX[ =X, +X,+...X, von ZufallsgroRen X;:

i=1

1, = E(Y) :E[iXiJ:iE(Xi)

i=1

Es gilt der Additionssatz fir Erwartungswerte

5.) Erwartungswert eines Produktes Y:g(X):HXZ. =X,-X,-...-X,, mehrerer Zu-
i=1

fallsgréRen X;:

u, = E(Y) = E(HXJ ~[1£x)

i=1
Es gilt der Multiplikationssatz fir Erwartungswerte
(gilt nur fir stochastisch unabhangige Zufallsgroen):

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.4 Varianz und Standardabweichung

2.4.1 Definition der Streuungsmalie

Gegeben:
ZufallsgroBe L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

(Stichprobe => Beobachtungsvektor)

L; [l

[ 13 _[ M lj Iy

L'=(, 1, ... 1) nBeobachtungen firr dieselbe BeobachtungsgréRe

1n
alle Beobachtungswerte entstammen derselben Grundgesamtheit (n—o0)

= Erwartungswert E(L) = g,

Gesucht: Streuungsmalf

e=l—p Vj zufallige Abweichung
(,zufélliger Fehler*)
.St —soll”
& &~ H
& & — U _
&= =l =L-e- x| Abweichungsvektor
gn gn_/'ll

Die & tragen die Informationen tber die Streuung der Einzelwerte

Varianz bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichte (theoretische Varianz)

Definition der Varianz als Streuungsmal einer Zufallsgrof3e (Genauigkeitsmaf3):

o/ = E(gz):E((L_,uz)Z): E(I) - p

n—xo\ pn 1n n,l

(1 . (1
o = E(s*)= “m(—-ZEEJ = I|m[—- g’ 8] theoretische Varianz

Die Varianz o2 ist der Mittelwert der quadrierten &

o, =+/o} theoretische Standardabweichung

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik

A T Hochschule Neubrandenburg
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Ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f{x) bekannt, lasst sich die Varianz einer Zu-
fallsgréi3e direkt (ohne Beobachtungen) berechnen:

0. = Ele")= E(x-n))

ol = J.(x—,ux Y £ (x)dx theoretische Varianz

—00

mit f(x) = Dichte von x

2.4.2 Empirische Werte fur die Streuungsmalle

Liegen Beobachtungen vor (,empirisch®), so lasst sich die empirische Standardabwei-
chung s als Schatzwert fur die theoretische Standardabweichung o berechnen.

Achtung: Fallunterscheidung, ob Erwartungswert w«; bekannt oder nicht
2.4.2.1 Der Erwartungswert u; der ZufallsgréRRe ist bekannt (Fall A)

Gegeben: - Zufallsgrof3e L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n
- Beobachtungsvektor L = (4, 1, ... 1) bein<<w

- bekannter Erwartungswert E(L) = g,

= Vektor der zufalligen Abweichungen | & == nLl— AT

Gesucht: Schatzwert s fur die theoretische Varianz of

2 2 2
) _ & tE +..+E,

13 1
S -— €f~ =g’ ¢ empirische Varianz eines Einzelwertes
n n = n 1n ndl
= AT empirische Standardabweichung
eines Einzelwertes
alt: s, = i\/? (“mittlerer Fehler®)
Es gilt : E(s,z): o Die empirische Varianz s/ ist eine erwartungstreue Schatzung
fiir die theoretische Varianz o’
aber: E(s, );t o, Die empirische Standardabweichung s; ist keine erwartungs-

treue Schatzung flir die theoretische Standardabweichung o; ! In
der Regel wird E(s] )< o

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.4.2.2 Der Erwartungswert g, der ZufallsgrofRe ist nicht bekannt

Gegeben:

nicht bekannt:

Gesucht:

LOosung:

(Fall B)

- Zufallsgrof3e L mit den Realisierungen /;, j=1,2,3,...,n

- Beobachtungsvektor L =1, 1,

bei n<<owo

)

- Erwartungswert E(L) = g,

Schatzwert s/ fur die theoretische Varianz of

Ersetze den Erwartungswert z, durch den Mittelwert [

empirischer Mittelwert

mite =1 1 .. 1]

1n

Verbesserungen

Probe: Zv ; -0
=

Verbesserungsvektor

1

n 1 ;

S

2 2 2
2 _ v, TV, +..FV,

(n-1)

— 2

empirische Varianz

‘V ¥V
(n_l) 1n nl

i=1

Es qgilt :

aber:

E(s,z): 0',2

E(sl);t o,

eines Einzelwertes

empirische Standardabweichung
eines Einzelwertes

alt: s, = i\/? (“mittlerer Fehler®)

Die empirische Varianz s/ ist eine erwartungstreue Schétzung
fiir die theoretische Varianz o7

Die empirische Standardabweichung s; ist keine erwartungs-

treue Schatzung flir die theoretische Standardabweichung o; ! In
der Regel wird E(s] )< o

Eine ,Information” und somit ein Freiheitsgrad /' (Anzahl der (iberschiissigen Messungen) geht bei der
Schétzung des Mittelwerts / verloren, so dass durch f'= n-1 geteilt wird.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014

Hochschule Neubrandenburg
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2.4.2.3 Die Standardabweichung des Mittelwertes

Gegeben: - Standardabweichung fur einen Einzelwert s, (entweder aus zufélligen Abwei-
chungen (Fall A aus 2.4.2.1) oder aus Verbesserungen (Fall B aus 2.4.2.2))

- Mittelwert / aus n Beobachtungen

Definitionen: Die Varianz eines aus n Beobachtungen ermittelten Mittelwertes [ :

Die Standardabweichung eines aus » Beobachtungen ermittelten Mittelwertes [ :

S

r

S

Die Standardabweichung des Einzelwertes s, kann entweder mittels zufalliger Abweichungen oder
mittels Verbesserungen berechnet worden sein.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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2.4.2.4 Standardabweichungen fir Doppelbeobachtungen gleicher Genauigkeit
Mehrere gleichartige GroRen seien je 2x beobachtet worden

l11, l1p

I91, lop

li, lip

Gegeben:
Ly
L,
L
L,
L' =[L, L,
1n
];i = [111 121
Iljz = [112 122
Gesucht:

LOsung:

Beispiel: Die Differenz aus dem Hohenunterschied des Hinwegs und dem Héhenun-
terschied des Riickwegs (d = Ak

lnl: ln

2

Zufallsvektor

erste Beobachtungsreihe

zweite Beobachtungsreihe

Schatzwert s fur die theoretische Varianz of

Bilden von Differenzen aus Doppelmessungen

win — OB, ) Deim Nivellement.

Beobachtungsdifferenzen d; fiir jede doppelt beobachtete Grolie:

d,=1,-l)|  fir j=12,...,n
dl 112 - 111
_ dz _ _ lzz _121
n,l B B n,f n,% -
dn ln2 - lnl

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014
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Die Standardabweichung s, einer einzelnen Beobachtung |; oder |;":

empirische Standardabweichung

eines Einzelwertes

Die Standardabweichung s; des aus beiden Beobachtungen gemittelten Wertes:

1[p.d? . .
si:S—’:— 2 empirische Standardabweichung
J2 2 n

eines Mittelwertes

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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3 Der Zufallsvektor
3.1 Der zweidimensionaler Zufallsvektor

3.1.1 Theoretische Varianz und theoretischer Korrelationskoeffizient

L
Gegeben: 2D - Zufallsvektor }1:{ 1} mit den ZufallsgréRen L, und L,

2

Beispiel: Messung zweier Strecken von demselben Standpunkt aus

|:/u1} E(L1)
Vektor der Erwartungswerte: n = = E(L) =
2.1 E(Lz)

& L —
Vektor der zufalligen Abweichungen: g, :{ 1} =L-p :{ 1 ﬂl}

analog zu 2.4.1: E(SLJ = E(L— e-y,) = E(L)—,u, =0
21 21 21 21
! —_—
H
E(SL-8€j=E g g '282 _ E(e}) E(g '26‘2)
21 12 &, & | E(e,-€) E(s)
2\ _ 2 g s
E(ef)=0; fur i=12 theoretische Varianz von L

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 1] Univershy of Applied Sclences
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N
Definition: E(e, &)= LLTO ;'Zlglj €2 | T O

theoretische Kovarianzen

Oy, = Oy zwischen Ly und L,
ol o theoretische Varianz-/
_ 1 12 | _ T K .
Definition: Ly = > |~ E|l g g Kovarianzmatrix von L
_— 2,2 0, O, 21 1.2

- Varianzen konnen nur ,+* sein
- Kovarianzen sind ,Maf3 fiir die Abhangigkeit* von L, und L,
=> fir stochastisch unabhéngige GroRen ist o1,=0

Definition: P2 = . theoretischer Korrelationskoeffizient

zwischen L; und Ly

- feste Grenzen |-1< p,, <+1
- stochastisch unabhangig (keine Korrelation) bei p,, =0
- maximale gleichgerichtete Korrelation bei p,, =+1

- maximale entgegengesetzte Korrelation bei p,, = -1

2 2
O, Op| O3 P12 01 "0,

2 2
2,2 On O3 P12 0303 0,

Gleichberechtigte Darstellungsform fur X, ,

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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3.1.2 Empirische Varianz und empirischer Korrelationskoeffizient

1

L
Gegeben: 2D — Zufallsvektor ng:L} mit den ZufallsgréRen L, und L, sowie

2

lll 121

.. . . 112 122

deren Realisierungen in der Beobachtungsmatrix: l2 = 7
Zln lZn

jeweils n Messungen
(Realisierungen)
zu 2 Zufallsgrolien

Die korrespondierenden Beobachtungswerte /;; und /;; werden ,paarweise” gewon-
nen, das heifl3t nahezu zeitgleiche Beobachtung unter fast identischen Bedingungen.

Beispiel:  gleichzeitige Messung zweier Strecken von demselben Standpunkt aus

Gesucht: Empirischer Schatzwert r;, fir den theoretischen Korrelationskoeffizien-
ten Pi2

Losung mittels Fallunterscheidung, ob Erwartungswert ., bekannt oder nicht (siehe 2.4.2)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
24 Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 I University of Applied Sciences
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3.1.2.1 Empirische Varianz/Kovarianz bei bekanntem Erwartungswert u;,

Vektor der Erwartungswerte: p :{

2,1

H
Hy

Matrix der zufalligen Abweichungen:

Definitionen:

|

1
én
| fn
SL = .
n,2
gln

E(L,)
E(L,)

|

Ly —

Ly, —
eyl |22 il
n,l ne,l !112

L, — 1

(Fall A)

Ly — 1,
Loy — 4y

Ly, —

empirische Varianzen von L; bzw. L,

empirische Kovarianzen zwischen L und L,

empirische Varianz-/
Kovarianzmatrix von L

I ‘

Hochschule Neubrandenburg
University of Applied Sciences
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3.1.2.2 Empirische Varianz/Kovarianz bei unbekanntem Erwartungswert g, (Fall B)

Der Vektor der Erwartungswerte_p ist nicht bekannt und zu erstezen durch den

Vektor der Mittelwerte:

Verbesserungsmatrix:

Definitionen:

I = L :E :1 by +lp+.. 41
21 AL | n2nnl op L+, +. .+,
Viu Vo l__ln Z__ZZl
e 1T = Vip Vo |_ |-l -1y
n2  nd 21 2a A : .
vln V2n l_ - lln l_ - lZn
Zvl] fir i=12

empirische Varianzen von L, bzw. L,

empirische Kovarianzen zwischen L; und L,

1

S = vy =
22 (n=1) 4, .2

Sio empirische Varianz-/
) Kovarianzmatrix von L
S
2

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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3.1.2.3 Zusammenfihren der Falle Aund B = Empirische Korrelation

Definition: empirischer Korrelationskoeffizient

zwischen L; und Lo

- feste Grenzen |-1<7, <+1
- stochastisch unabhéangig (keine Korrelation) bei r,, =0

- maximale gleichgerichtete Korrelation bei r, = +1 (positive Korrelation)

- maximale entgegengesetzte Korrelation bei 7, = —1 (negative Korrelation)

S12
5; -8,

=8 =188,

2
S

Gleichberechtigte Darstellungsform fiir S,

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Zusammenfassung:

Theoretische Kovarianzmatrix (oder Varianz-Kovarianzmatrix)
2
0, Op
Z“ ) { ; :|
O, O,

Sind /,,/, stochastisch unabhangig, gilt fir die Kovarianz: o,, =0, =0

Empirische Kovarianzmatrix
2
S _|:Sl S12i|
n - 2
S S

Berechnung der empirischen Kovarianzmatrix, bei bekannten Erwartungswerten p

n n
2
Z & Z &, &,
= =

Berechnung der empirischen Kovarianzmatrix, bei unbekannten Erwartungswerten p

n n
2
Z Vi Z Vij " Ve;
1 =

Vv 1
S":n—lzn—l. 2z 2z
2
DRI T Wy
J=1 =
. . .. (o} .
Theoretischer Korrelationskoeffizient:  p,, = —2- allgemein: -1<p<+1
0.0,
.. . .. N .
Empirischer Korrelationskoeffizient r, =—=2  allgemein: —1<r<+1
§152

Einteilung der Korrelationen nach ihrer Entstehung

[.) Mathematische Korrelation: (auch ,funktionale Korrelation“ oder ,algebraische Korrelation®)
Wenn zwischen zwei oder mehreren Realisierungen von ZufallsgroRen bei einer Auswertung ein funkti-
onaler Zusammenhang formuliert wird, so entsteht zwischen den sich ergebenden Schétzwerten eine
Korrelation. (<= entsteht rein mathematisch bei der Auswertung)

II.) Physikalische Korrelation:

Korrelation zwischen je zwei Realisierungen von ZufallsgrofRen (<= entsteht bei der Messung) infolge
systematischer Restabweichungen (,Restfehler”), die im funktionalen Modell nicht oder — was wesent-
lich haufiger der Fall ist — nur unzureichend erfasst sind.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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3.2 Der m-dimensionale Zufallsvektor
3.2.1 Theoretischer Erwartungswert und theoretische Kovarianzmatrix

Beispiel: Messung von Richtungen und Strecken in einem Netz
P1

O L P,

L4

P L
p 3
P;
Gegeben: m ZufallsgroRen L,,L,, ..., L,
Ll
L2
Zufallsvektor: =
Lm
Hy E(L,)
E(L
Vektor der Erwartungswerte: w=| 2 :E(Ll) = (, )
m,1 . m, .
Moy E(L,)
& Li—w
- , &, L,—u,
Vektor der zufalligen Abweichungen: g, =| " |= Ll— B, = .
m,1 . m, m,1 .

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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analog zu 2.4.1: E(sLj:E[L—u,j:E(Lj—p,:O
m,1 m,1 m,1 m,1 m,1
Hy
E(glz) E(gl '82) E(gl '8m)
E(e, ¢ E(&? --- FE(g,-¢
E(a-s{} (o) EGH o Blea)|_y
ml 1m . . . . m,m
_E(gm .81) E(gm .82) E(gm 'gm)
o, Oyp Oy 012 P10y O, =+ Py, 010,
y - Oy 0-22 Oy || P2170, 0y 0-22 t Poy 0,0,
LL — . . . . - . . . .
O-ml O-mZ O-nzft a pml ' O-m ' O-l me ) O-m ’ 0-2 O-ri a

theoretische Varianz- / Kovarianzmatrix von L

E(e) = U,-ZI theoretische Varianz von Li

3.2.2 Empirischer Erwartungswert und empirische Kovarianzmatrix

Gegeben: m Zufallsgroen L=[L, L, ... L,]
Ly L, ... 1,
m-dimensionale Beobachtungsmatrix: m]ﬂ: 11:2 12:2 lrr:12
b b

(m unterschiedliche BeobachtungsgroRen sind jeweils n-mal beobachtet worden)

m-dimensionale Vektoren der Mittelwerte bzw. der Erwartungswerte

l=[ll L .. lm] bzw. ,u=[,ul My o ... ,um]
0, Op Oim
2
m-dimensionale Kovarianzmatrix x,=| 2 7 am
m,m : :
2
O-ml O-mZ O-m

Korrelationskoeffizienten fir den m-dimensionalen Fall

(o S
0y Sy L .
Py = bzw. 1, = fur 4,j=12,....m und i#j.

0,0, 5;8

= alle Berechnungen (z.B. Verbesserungen, empirische Varianzen und Kova-
rianzen sowie Korrelationskoeffizienten) wie im 2-dimensionalen Fall

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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4 Fortpflanzung von Beobachtungsabweichungen

(, Fehlerfortpflanzung*)
4.1 Wahre, systematische und zufallige Abweichungen

| . 1
1 77‘/ J
I~ "1
[ [
I 1 [
| I .. |
A 4 |
"
I I I
0 7 Hi l;
Flr eine einzelne ZufallsgréRe L:
Beobachtungswert: l
Wahrer Wert der Zufallsgrofiie: !
. - 7 - l < - 1 T
Erwartungswert: 7 :E(L):Ilm(l): lim —Zl/ =lim —e ll
n—>00 n—ol n = ' n—o\ p v n,
Zufallige Abweichung: e=l—w Vj (alt: ,zufélliger Fehler”)
#ist = soll*
Systematische Abweichung: Ay=pu,—1

»Erwartungswert - Wahrer Wert*

Wahre Abweichung: n=L-l=7A+¢e, Vj

[=1+n,=1+A +&, =+, Vj

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Fur Zufallsvektoren L:

Zufallsvektor:

Beobachtungsvektor:

Vektor der wahren Werte:

Erwartungswertvektor:

Zuféllige Abweichungen:

Systematische Abweichung:

L' = [Ll L, Ln]
llT - [Zl 12 Zn ]
= Lo

€L = 11_ ny
n,1 m, n,1
»ist —soll”

Ay=p - 11
nl nl ™

LErwartungswert — Wahrer Wert*

Wahre Abweichung:

n =
n,1

nl nl 2l

1-1=A+¢g,

nl

n,l y n,l

1 = nll+ N =

n,l n’1

1+A+¢g =p+g,

n,l nl p1

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014
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4.2 Fortpflanzung systematischer Abweichungen

Gegeben: l1 = 1+A+¢, Beobachtungsvektor

nl nl n,l

Gesucht: GrolRen fl, die sich nicht direkt messen lassen, aber

sich aus L als flz(I;( ll) berechnen (,ableiten®) lassen.

Frage: Wie wirken sich systematische Fehler A, in l1 auf die

abgeleiteten Grol3en f1 als Af aus?

_(Pl(nll)_
@, (1)
— _ n,1
ui,.l B gz(nl,l) B
2.(1)|
Problem: Die Funktionen der Beobachtungen f1 = <I:( 11) sind oft nicht linear.
Beispiel: Dreieck mit drei gemessenen Seiten.

Zu berechnen sind die nicht gemessenen Winkel f" = A

sowie deren systematische Abweichungen Af" = [Af, Af, A

P3

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Losung: a) Linearisierung der Funktion
ui,‘l - u,l+ Iuli - le(nl,l) - ZI,I(nl,l+ :l’:ll)

n, Wahre Abweichung von l1

fl Wahrer Wert von f1

n, Wahre Abweichung von fl

TAYLOR-Entwicklung:

od(1) +82(I)(l) 2

+...
al ?,i ol? ','1?1

ui,‘l B f1+ Iuli B g(nll) "

u,

uf,l - ftI,)l(nl,l)
Unter der Voraussetzung, dass |n,|l << l1 gilt, darf die Taylorreihe nach dem ersten Glied abgebro-
chen werden und es gilt weiter: |
o@(1)
e | 1
u,l 81 n,1
%,_J
S
_a(Pl(l) oo, (1) a(pl(l)_
811 612 8ln Funktionalmatrix
op,(1) 0p,(1)  Jp,(1) (JACOBI-Matrix)
un - 8'11 a.lz ] a.ln enthalt Differentialoperatoren
op,(1) oo, (M)  J¢,01)
- al, al, ol, |

F-n,

‘?{ un g Fortpflanzung wahrer Abweichungen

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Wahre Abweichung von l1

Wahre Abweichung von fl:

b) Ubergang zu systematischen Abweichungen

Erwartungswerte:

—

Voraussetzung:

n, =A+g

nl nl nl

Ny = A+ &
u,l u,l u,l

N, =A,+¢& =F-(A+¢)=F-A+F-g

u,l u,l u,l wno oyl ol wno,1 W1

E(Mm;)=A+E(e;)=F-A+F-E(g))
ul 1 1

u,l 71;, "onl ' - n,
_ K. Fortpflanzungsgesetz

an I fir systematische Abweichungen
u,l “onl

Die systematischen Abweichungen muissen
bekannt sein bzw. sich abschatzen lassen

I ‘
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4.3 Fortpflanzung zufalliger Abweichungen

p—

Problem:

LOsung:

Gegeben:

Gesucht:

Definition:

T _
€& =

ul lu

—

N =A;+&,=F-A +F-g
u,l u,l u,l wn p1 wn o,
—
Ag
u,l

g =F-g

Fortpflanzung zufalliger Abweichungen
u,l wn 1

Die zufalligen Abweichungen g, von l1 sind i.d.R. unbekannt
n,1 n,

Ubergang auf Varianzen und Kovarianzen
und somit auf Kovarianzmatrizen

O, Op Oy,
2
I R Z | von 1
n,n . . : . nl
2
O-nl O-n2 O-n
2
0, Op Oy,
2
r.=| * 7 21 yon f
w : : .. : ul
2
o, O, -.. O,

X = E(SL'SIT)
n,n nl 1n
X, =E(g afT)

u,u ul lu

F-g - -F = E(g,-¢)=F E(g g )F

un p1 1 W ul lu nl 1n u,n
T I
fo - F'ZLL'FT
ot wn o un . Fehlerfortpflanzungsgesetz”

(besser) Kovarianzfortpflanzungsgesetz
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4.4 Praktisches Vorgehen bei der Kovarianzfortpflanzung
4.4.1 Fortpflanzung systematischer und zufalliger Abweichungen

Da nicht alle GroRRen direkt gemessen we

rden, stellt sich die Frage, wie stark sich Abweichungen von

Beobachtungen auf davon abgeleitete Grofien auswirken, d.h. mit welchem Fehler die abgeleiteten

GrolRen behaftet sind.

Eindimensionaler linearer Fall :

Zuféllige Abweichung ¢ :
Systematische Abweichung A :

Das Kovarianzfortpflanzun

x=@()=F-I
e, =F-g mit E(¢,))=0=>E(s,)=F -E(g,)=0
A =F-A, mit E(A))=A, > E(A,)=F-E(A)=F-A,

gsgesetz gilt nur fur zuféllige Abweichungen!

4.4.2 Das Kovarianzfortpflanzungsgesetz fir eine Zielgr63e bei unkorre-

lierten Beobachtungen (,
Schritt A: Aufstellen des funktional

, Totales Differential®)

en Modells fir n Beobachtungen /,

x=®) = f (L. 01,

Die abgeleitete Grol3e (Zielgrofie) wird als Funktion der Beobachtungen dargestellt.
Varianzfreie GroRen werden als Konstanten betrachtet. Nach diesen wird in Schritt B nicht differenziert.

Schritt B: Bilden des totalen Differentials

Linearisierung nach Taylor fiir die nichtline
differenzierbar sein muss:

are Funktion @, welche an der Entwicklungsstelle stetig und

X=X +dx=f(l,+dl,l,+dl,,....[ +dl,)=
=f(ll,12,...,ln)+ﬁdll+ﬂd12+ +ﬁdln +
—_— ol ol, ol
o Glieder 1. Ordnung
2 2 2
N TN LG I T
ol ol, i
Glieder 2. Ordnung
k k k
+---+ﬂ{dll"+ﬂ{dlz"+ ~-+é}—{dln" mit k£ — oo
ol ol, ol,
Glieder hoherer Ordnung
dl. =¢ <<l Vi = Abbruch nach Gliedern 1. Ordnung
, . : o o 7
Totales Differential der Funktion F:|dx=¢, =—fgl +—f52 + +—f g
ol ol, ol
\

Partielle Ableitunaen (Differentialkoeffizienten)

University of Applied Sciences
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Schritt C: Ubergang zur Varianz

Im Allgemeinen sind die einzelnen zufélligen Abweichungen & unbekannt, aber die Standardabwei-
chungen, die empirisch als s, (z.B. aus Wiederholungsmessungen) oder theoretisch als o, vorliegen,

sind bekannt.
Ubergang von der zufélligen Abweichung zur Varianz o = E(s,)* mit o} = E(&])

Varianz der Funktion D:

2 2 2
theoretisch: axz = ﬂ a,2+ ﬁ a,2+ cee ﬂ 012
ol ! ol, 2 ol "

n

2 2 2
empirisch: | =(%] sf+[%} 5,04 +[%] 5,°
1 2

n

Standardabweichung

theoretisch: 0. =+O

empirisch:|s, = +y/s’

4.4.3 Das allgemeine Kovarianzfortpflanzungsgesetz fir mehrere Ziel-
grofRen oder bei korrelierten Beobachtungen
(,;Allgemeines Fehlerfortpflanzungsgesetz* ,,Kovarianzfortpflanzungsgesetz*)

Ableitung mehrerer ZielgréRen aus mehreren Beobachtungen (korreliert oder unkorreliert).
Zur Berechnung der vollstandigen Kovarianzmatrix der ZielgréfRen muss das Fehlerfortpflanzungsge-
setz in seiner allgemeineren Form (=Kovarianzfortpflanzungsgesetz) verwendet werden.

Schritt A: Aufstellen des funktionalen Modells fur m funktionale Zusammenhange
@ (I) mit » Beobachtungen /.

X, =0,(M) = f,(L.1,,....1)
X, =0,) = £, (L1 1,)

X, =®, )=, (],

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Schritt B: Bilden von m totalen Differentialen

dxl :%'dll-i'%'dlz—" +%.dln

ol al, i
dx, = ot ~dll+é)f2 dl,+ - +0”f2 -dl,
ol ol, ol,
dx, = Ot -dll+af’” dl,+ - +%-dln
ol ol, ol

Die partiellen Ableitungen % lassen sich in einer Matrix F zusammenfassen

mitj=1,2,...mund i=1.2,...,n

I

f11 f12 fln
f21 fzz on

S oo S

EENEN NS

2[R RS 2|

Schritt C: Ubergang auf die Varianzen

Kovarianzfortpflanzungsgesetz (Fehlerfortpflanzungsgesetz in allgemeiner Form):

r  =F-X,-F'|(theoretisch) bzw. S, =F-S, - F"|(empirisch)

X &S _und X, & S, sind Kovarianzmatrizen (Varianz-Kovarianzmatrizen) und beinhalten die
(theoretischen) Varianzen o,” und Kovarianzen o, bzw. die empirischen Varianzen s,> und Kovari-
anzen s,

Eingangs- und Ausgangsgrélien bei der ,Fehlerfortpflanzung*:

2 2
o, Oy, O O, O =+ Oy,
2 2

o o O o o e o
. _ hi, I b, . _ 21 2 2m
gegeben: X, =| . ; ; gesuchttX =| | o ‘

n,n m,m

2 2

1Cw, Pu, O Owm Ome ' Oy

Die Berechnungen mittels des allgemeinen Kovarianzfortpflanzungsgesetzes
schlieRen den Fall einer Zielgrél3e bei unkorrelierten Beobachtungen(, Totales
Differential® mit ein. Umgekehrt nicht!
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4.4.4 Direktes und numerisches Differenzieren

,Direktes Differenzieren® oder auch ,analytisches Differenzieren” (,Ableiten®) fiihrt zu den zur Kovarianz-

of .
fortpflanzung nach 4.4.2 bzw. 4.4.3 bendtigten Differentialkoeffizienten (,partiellen Ableitungen®): g

i

0
Problem: Haufig konnen die Differentialquotienten i nur schwer analytisch bestimmt

werden oder der Aufwand zur analytischen Bestimmung ist unvertretbar hoch.

of . Af
Losung: Ersetzen der Differentialquotienten % durch Differenzenquotienten Y,

i i

Voraussetzung: Im Bereich der Af, muss die Funktion f(/;,/,,...,7,) lineares Verhalten aufwei-

sen (Linearitatsbedingung) und die Af; missen klein genug sein. Zu kleine Af;
konnen zu numerischen Problemen bei der Berechnung flhren.

Beispiel zum numerischen Differenzieren:

¢(x)
P(X+AX)-@(X) _ _
o(X)4 """ AX Steigung der Geraden in x:
| PX+AX)-¢(X)
: X o'(X) =
T : T T AX
X
- . . . 09, . . A,
Ubergang vom Differentialquotienten f; = 7 zum Differenzenquotienten f, = A—l’:
j j
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Praktisches Vorgehen zum numerischen Differenzieren:

1. Berechnung der X, in @ unter Verwendung von /,/,,.../, aus @
2. Festlegung der A/, in @ als kleine Zuschlage jeweils zu /. (Tip: Wahle A/, in der Grol3enord-
nung der Standardabweichung oder eine Zehnerpotenz kleiner.)
3. Bilden der variierten Beobachtung (Z, + Al,) in ©® (Es wird in einer Zeile i jeweils nur die eine
Beobachtung /; variiert = ,Partielle Ableitung®)
4. Berechnung der veranderten Funktionswerte (X, + Ag,) in @ durch jeweiliges Einsetzen der
um A/, variierten Beobachtung /; in die Funktion ¢ . (1;,1,,...,1, + Al,,...,1,)
(bei m Unbekannten => »n-m veranderte Funktionswerte)
5. In © Berechnung der Ag, =(X, + Ap,) — X, (Spalte @ - Spalte @)
(Auswirkung einer kleinen Anderung A/, der Beobachtung /; auf die Funktion ¢, )
, . . A, .
6. Bilden der Differenzenquotienten f;, :A—Z’ in @
J
7a. Im Falle des ,Totalen Differentials” wird aus der Standardabweichungen s, @ und dem Diffe-
renzenquotienten f; :% O fiir jede Beobachtungen /, das Produkt (s, - f;) © gebildet,
quadriert (s, - £;)° © und aufsummiert > (s, - £;)° ® (Rechengang entspricht 4.4.2)
i=1
7b. Im Falle der ,Allgemeinen Kovarianzfortpflanzung” kann die Matrix F statt mit den Differential-
. 7/ . . . Ap, . )
quotienten — direkt mit den Differenzenquotienten f, = Alj aus @ gefullt werden (wei-
terer Rechengang sind Matrizenoperationen gemal 4.4.3)
O O © 4] (5] 2] (6] 7] (8] (9]
_Ae 2
L | Xy | L+AL | Xo+Ap, | Ap, | AL | fi= R s, f, (s, f)
ll
L
ll’l

I | l ‘ University of Applied Sciences
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Fall 1: Unkorrelierte Beobachtungen, eine Zielgréfie:

Fall 2: Xy=FX,  F = [a;’;] Fall 2a): n korrelierte Beobachtungen, eine ZielgroRe

11 1n nn n,l

Ap Ap Ag Ap
F=[f, f, fi = fl=|7F
L MOS8 Al Al Al Al

X,=FX,  F' Fall 2b): n korrelierte Beobachtungen und u korrelierte ZielgréRen
[Ap, Ap Ap Ag, |
fiu fo Sz o fa Al AL, AL Al
A A A A
_ Juo Jo Ju o Su _ L ! P ... 2%
F="0 "0 70 T E AL AL A Al,
ful fu2 f‘u3 t fun A.¢u A¢l¢ A¢ll .. _A ¢“
| AL, AL AL Al, |
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4.5 Haufige Standardfélle der Kovarianzfortpflanzung

Far immer wieder kehrende Aufgaben im Vermessungswesen werden haufig ,,auf die
Schnelle* Genauigkeitsabschatzungen gefordert. Diese werden i.A. fur unkorrelierte
Beobachtungen ,im Kopf* durchgefihrt. Im Folgenden werden einige dieser Stan-
dardfalle aufgefiihrt. Die Darstellung erfolgt hier flr empirische Varianzen s, ist aber
naturlich genau so fur theoretische Varianzen o anzusetzen.

4. 5.1 Skalieren von Messwerten mit konstantem Faktor

Funktionales Modell: f(D)y=a-1 mit a = konst.
Totales Differential: df = %g =a-&
. . 2 2 2
Varianz: s, =a"-s
Standardabweichung: |s, =+/s7 s, =a-s,
Interpretation: Wird eine Messgrof3e skaliert, so ergibt sich dieselbe Ska-

lierung fur die Standardabweichung.

4.5.2 Addition oder Subtraktion von mehreren Messwerten

Funktionales Modell: f(L o) =%l £, % - £,
Totales Differential: df = iigl iigz =R iign =tgte, - tg,.
071 2 0711
Varianz: s,2=s"+s,+ - +5° (egal ob Addition oder Subtraktion)

Standardabweichung: |s, =\/S112+s122+ ks,

Interpretation: Bei der Addition/Subtraktion von Messgrol3en ergibt sich
die Gesamtvarianz als Summe der Einzelvarianzen.

Sonderfall gleich genauer Beobachtungen (alle /; dieselbe Standardabweichung s; ):

f(L o 0,) =%, £ 1, £ - £ mit S, =8, =8, ==8

Standardabweichung: |s, =v7n-s,]|

Interpretation: Die Standradabweichung wachst mit der Wurzel der Anzahl der Sum-
manden.
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4.5.3 Arithmetischer Mittelwert mehrerer Messwerte

Funktionales Modell: x=f(lplye.1,) = htl+ -+, :111+112+ +11n_
n n n n
. - 1 1 11
Totales Differential: dx==g+=g+ - +=¢,==(g+&+ - +¢,).
n n n n
Varianz: 5.’ =i2(s112 +S122 4o +s, 2)
n :

Standardfall gleich genaue Beobachtungen (alle /; dieselbe Standardabweichung s; ):

Sl =Sl =slz :...:Sl”

1

Varianz: s =—nes =20
n

Standardabweichung: s, = ——
a P \/;

Interpretation: Bei n-facher Wiederholung einer Messung derselben Zu-
fallsgrofl3e geht die Standardabweichung fur deren Mittel-

wert mit dem Faktor ]/x/ﬁ zurick.

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 1) University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik

5 Das Elementarfehlermodell
5.1 Hypothese der Elementarfehler

Die Hypothese der Elementarfehler wurde bereits 1837 von BESSEL und HAGEN
entwickelt. Sie besagt, dass sich die zufalligen Abweichungen ¢ als eine Summe von
g sehr kleinen Elementarfehlern A;, darstellen lassen

E=A+A + A+ A,
die den folgenden Bedingungen gentigen:
- alle A; sind vom Betrag her gleich groR: A =0 Vi

- unterscheiden sich nur im Vorzeichen: =>e=10+x0+5=4....

- positive und negative Vorzeichen gleich wahrscheinlich: P(A, =+96) = P(A, =-9)=0,5

firg - cogeht 5 —> 0  (flir o viele Elementarfehler werden die Abweichungen nahezu Null)

E(A,)=0
q q
= E(e)=)Y E(A,)=0 o’ =E()=) E(N,)=q-5°
h=1 h=1
Beispiele:
Mite =A; +A, + A +....+ A,
g =1
FallNr. | A;| ¢ | Haufigkeit (k) Relative Hiufigkeit=Wahrscheinlichkeit P
1 + | 45 1 0,5
2 - | -3 1 0,5

q=2:
FallNr. | A; | A, | ¢ | Haufigkeit (k) | Relative Haufigkeit=Wahrscheinlichkeit P
1 + | + | +28 1 0,25
2 +1-10
3 T+ o 2 0,5
4 - | - ]-28 1 0,25
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q=4

FallNr. |A; |A | A3 | Ay | € Haufigkeit (k) Relative Hiufigkeit
1 t |+ |+ ]+ 145 1 0,0625
2 + |+ |+ | -
3 + |+ - |+
4 I I R S 20 4 0,25
5 -+ |+ |+
6 + 0+ -] -
7 + -] - | +
8 - -]+ |+
9 N RV R 0 6 0,375
10 -l -+ |+
11 + -]+ ] -
12 -l - -]+
13 -1 -1+
14 TTr o -2% 4 0,25
15 + -1 -1 -
16 - -1 -] - |-45 1 0,0625

Je groRer die Abweichung (der ,Fehler®), desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit!

,Pascalsches Dreieck"

E=XA; | 66 | -5d |45 |-36|-26| 6 | O | +86 | +2 | +3 | +4 | +b | +6 | Tk
d d d d d
g=1 1 1 2
q=2 1 2 1 4
q=3 1 3 3 1 8
q=4 1 4 6 4 1 16
q=5 1 5 10 10 5 1 32
q=6 1 6 15 20 15 6 1 | 64
. . k,

Wahrscheinlichkeit : pi(e) = ﬁ
Formel fir mégliche Falle: le=(q-2w)-6| mit w=012,....q
far g=1.

w=0 | £=(1-2-0)-6 | +6

w=1 | g=(1-2-1)-8 | -6
fur g=2:

w=0 | £=(2-2-0)-6 | +26

w=l|g=(2-2.1):6| O

w=2 | £=(2-2-2)-6 | -28

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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fur g=

Allgemeines Bildungsgesetz:

4:

£=(4-2:0)-5 | +45

e=(4-2:1)-3 | +25

e=(4-22)8 | 0

£=(4-2-3)-5 | -25

£=(4-24)-5 | -45

ple) = P{g (9- 2w)5} Z{I(q], w=0123,...q

Anmerkungen:

w=0

o

N g 9
Z[Wj 27 und ZP(e) qu_( j_l

q
w

j:

q!

(g—w)tw!

q =10, w=01,...,10 (bei 10 Elementarfehlern direkt berechnete Wahrscheinlichkeiten)

w 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
& 105 8% 60 48 20 0 =28 -40 | -60 | -85 | -108
P(¢g) | 0,001 | 0,010 | 0,044 | 0,217 | 0,205 | 0,246 | 0,205 |0,117|0,044|0,010|0,001
Graphische Darstellung fir g=10
0.25
2 oot .
Q
&
% 0.15 | .
=
E 0.1 F -
2
‘3" 0.05 | -
0 L= — | | E—
-10 -5 0 5 10
Zufallige Abweichung eps
Fur ,Grenziubergang“ ¢ - o und 6 - O:
( - e[ -5 ©
P(l<e<&+dE exp( jdf fl&) dé
(o)
mit: o = Konstante noch nicht naher definiert
f(&)="Dichte der Normalverteilung

"
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5.2 Korrelierende und nicht-korrelierende Elementarfehler

Gegeben: - Zufallsvektor L'=[L L, .. L]
1n
- Erwartungswertvektor: wo={w o, - )= E[Ilf)
1n i
- Abweichungsvektor: gL =L —p = [, &, - &,]
1,n N 1,n

Alle Zahlenwerte sind unbekannt !!

Gesucht: - .Synthetische* Kovarianzmatrix: X, =E(8L'8£j von L,
nl 1n ,

n,n

(hier keine ,empirische” Berechnung mittels Wiederholungsmessungen, keine rein
,theoretische® Schatzung)

Losung: Elementarfehlermodell
o, - nicht-korrelierender Elementarfehler, beeinflusst nur ein L,
d, - Einflussfaktor der nicht-korrelierenden Elementarfehler
beschreibt Einfluss von &, auf L, (haufig mit 1 anzusetzen)
&, - korrelierender Elementarfehler, beeinflusst mehrere L,
f; - Einflussfaktor korrelierender Elementarfehler, beschreibt Einfluss von &, auf L,

mit i=12,...,n -Anzahl der Beobachtungen / nicht-korrelierenden Elementarfehler
und j=12,...,m - Anzahl der korrelierenden Elementarfehler

Svynthese einer zufalligen Abweichung aus korrelierenden und nicht-korrelierenden
Elementarfehlern:

e =/ &+ 1o &4 f &, +d, -5,

Elementarfehlervektoren:

- nicht korrelierend: 81: mit E(8) =0

- korrelierend E=|". mit E(&) =0
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Einflussmatrizen:

o,
d, 0) |99
d oL,
- nicht korrelierend: D = Lo = a9,
0 d, ' oL,
00,
haufig gilt: d, =d, =...=d, =1, dann folgt: D=1.
o oL ol
fu fo o S gé gé gém
L L L
: S S v Som 2 T 2
- korrelierend F = 21 22 2 =l 0g o5 o,
f;zl f;12 te f;zm aLn 8Ln . %
05 05, 9%,
Vektor der zufalligen Abweichungen: g, =F-&+D- 61
nl Mmoo, g nnon,
oder vereinfacht fur D =1 : g =F-&+9

n,n n,n nl nm n,1

daraus Kovarianzmatrix: X, = E(sL-s{)

n,n nl Ln

5.3 Aufbau einer synthetischen Kovarianzmatrix aus Elementarfehlern

Anwendung des Kovarianzfortpflanzungsgesetz auf die Berechnung des Vektors der
zufalligen Abweichungen:

Kovarianzmatrix der Beobachtungen: X, = E(aL- a{j

n,n nl Ln

Man benétigt die Kovarianzmatrizen der korrelierenden E(&-&") =X, und der nicht
korrelierenden E(5-8") = X, Elementarfehler.

Beide sind als Diagonalmatrizen definiert; da
E0,-6,)=0 und E(,-&;)=0 fur i,j=212,...,mi# jund k,[=12,....m; k #1;
Elementarfehler selbst sind untereinander unkorreliert, wirken evtl. korrelierend auf die Beobachtungen

zusatzlich gilt auch: E(s,-&,)=0 fur allei,jund k.
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Svynthetische Kovarianzmatrix der Beobachtungen

Fiar D=1:

n,n

Allgemein fur D= 1 :

n,n

g, =F-&E+8 einsetzenin X, :E(sL-e{J:

nl ey, 1 n,1 n,n nl 1n

X, =E(e, &)

L, =E(F-§+8)-E" F' +38"))

Y, =EF-&E" -F' +F-£-8"+6-8"-F ' +5-8")

X, =F-EEE")F +F-EE-8")+EB-&")-F' +E(-5")
—_— —_—

Zgg 5(5, "f}g‘):O E(bz '5/(/):0 55

X, =F-Z, F' +Z;

X, =F-Z, . F'+D-Z;.D

e Die Einflussfaktoren und damit die entsprechenden Matrizen F,D konnen
Uber in der Regel bekannte Modellvorstellungen ermittelt werden.

e Die Abschatzung der Kovarianzmatrizen der Elementarfehler X .,X, erfolgt

auf Basis von Erfahrungswerten oder Firmenangaben oder Annahmen Uber
maximal moégliche Fehler (Informationen in der Regel unsicherer).
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5.3.1 Beispiel , Synthetische Kovarianzmatrix fir die Richtungsmessung*

Auf dem Standpunkt § wurden die Richtungen » und r, beobachtet. Berechnen Sie
die synthetische Kovarianzmatrix fur diese Richtungsmessung.

Fir dieses Elementarfehlermodell hier sind Zielachsfehler, Kippachsfehler und Ab-
leseunsicherheiten zu bericksichtigen. Weitere Fehlerquellen werden hier vernach-
lassigt.

Auf alle Beobachtungen wirksam = korrelierend:

Zielachsfehler: & =c r1
Kippachsfehler: & =1
. . . . . . . ]/'2
Nur individuell auf eine Beobachtung wirksam = nicht korrelierend: A)
Anziel-/Ableseunsicherheit: &,
. c I
Mathematisches Modell: 5= Fgm — -
sinz, tanz,
H_/ H_/
EinfluB von ¢ Einflu von i
auf eine Richtung  auf eine Richtung
c i . .
=6 =———- +0,  zufallige Abweichung
Sinz, tanz,
Einflussmatrizen:
1
o on) | —— —cotz
o oi Sin z;
1
Kk li d: F = % % | T = —COtZZ e . .
orrelierend: F=1"6c ai|=| sinz Einflisse von Ziel- und Kippachsfehler
or.  or. 1 t
- —cotz
oc  0Oi sinz, !
1 0
nicht korrelierend: D = . =1 individuelle Ableseunsicherheiten
0 1

r,=F-X, F' +Xg| mit X,.,X,, abgeleitet aus Erfahrungswerten/Herstellerangaben mit n—oo

g2
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5.3.2 Beispiel ,, Synthetische Kovarianzmatrix fur die Streckenmessung”

Die Langen der Seiten eines Dreiecks seien mit einem elektrooptischen Distanz-
messgerat (EDM) bestimmt worden. Die Messung erfolgte mit demselben Instrument
an verschiedenen Tagen unter unterschiedlichen Wetterbedingungen.

Fur dieses Elementarfehlermodell hier sind zum einen aus der Kalibrierung die In-
strumentenfehler Additionswert und Frequenz-/Mal3stabskorrektur und zum anderen
die Einstellunsicherheit des Prismas sowie die meteorologischen Korrekturen zu be-
ricksichtigen. Weitere Fehlerquellen werden vernachlassigt.

Auf alle Beobachtungen wirksam = korrelierend:

Additionswert: & =a Dy D;
Frequenzkorrektur: &=
Nur individuell auf eine Beobachtung wirksam = nicht korrelierend: Ds
Anziel-/Ableseunsicherheit: &, = \/1,0mm +1,0 ppm
Mathematisches Modell: D,=D,,,+ __a + D-p
A cine Richung  STBvene
= & =a+D- -9+, zufalige Abweichung
Einflussmatrizen:
a, op,
0a O¢ 1 D,
oD, 0D, 1
korrelierend: =| 6a 0p |=|. 2 Einflisse von Additionswert und MaBstab
oD, oD | \1 D,
da O
1 0
: . 1
nicht korrelierend: D = ) =1 individuelle Anzielunsicherheiten und Meteorolo-
0 1

gie

r,=F-X, F'+XZ| mit £,..,X,, abgeleitet aus Erfahrungswerten/Herstellerangaben mit n—oo

&2

Wenn alle Messungen nahezu zeitgleich unter nahezu identischen Wetterbedingungen stattgefunden
hatten, waren die ppm-Korrektur als korrelierend anzusetzen und in F als zusatzliche Spalte zu be-
ricksichtigen.
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5.4 Eigenschaften der synthetischen Kovarianzmatrix

Behauptung: Ein Vektor zufalliger Abweichungen eines Vektors Ll laRit sich stets

darstellen in der Form

n‘c,;l - n]jn‘ mé,l-’_ r?l
&  Vektor korrelierneder Elementarfehler
m,1
F  EinfluBmatrix
61 Vektor nicht- korrelierneder Elementarfehler
Trifft die Behauptung zu, gilt: L, =F-Z, F +Z;

- X, ist positiv definit (det(X,) >0), wenn X, =0
- X, ist positiv semi-definit (det(2',) =0), wenn X, =0

Erlduterung: Positiv definit.: 4. € RAA >0
Positiv semi-definit: 4, € R A4, >0

Beweis:

Fir beliebige Vektoren ye R” Ay #0 ist X, positiv definit, wenn y'-X, -y >0 und
positiv semi-definit, wenn y' - X, -y >0 (aus ZURMUHL, Matrizen).

y Zyy=y -F-Z. F.y+y Iy
%{_/

—b) —a)

Untersuchung der Summanden:

o! 0

@) Y Zgoy=y' Y= 0L+ 0 ety 0, >0,
0 o’
falls o, #0 fur mindestens eini = positiv definit !
b) yT-F-Z&-FT-y:yT-K-y
X' .. positiv definit (Ableitung, wie in a))
= K positiv definit oder positiv semi-definit (aus ZURMUHL, Matrizen)

y'K-y>0

a)+b): y Ky+y Zyy>0
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Zusamenfassung der Eigenschaften:

Eine Kovarianzmatrix X,, ist positiv-definit und damit invertierbar, wenn wenigstens
ein individueller Elementarfehler §; im Zufallsvektor L. vorkommit.

X, ist positiv definit! = Q,= ?-Z“ ist regular!  (Kofaktormatrix)
0
= P=Q,' existiert!
Inverse der Kofaktormatrix hat groRe Bedeutung als Gewichtsmatrix
in der Ausgleichungsrechnung!
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6 Statistische Verteilungen

6.1 Die Normalverteilung
6.1.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Definition: Eine Zufallsgrof3e ist stets dann normalverteilt, wenn sie als Summe
von sehr vielen ,Elementarfehlern dargestellt werden kann, die alle
mehr oder weniger dieselbe Gré3enordnung besitzen.

Es sei: E=A+A,++A,
mit: & zuféllige Abweichung
A, elementare Komponente der Abweichung
E(A,)=0 Vi
m — o

es sei kein A, dominant

Vergleich mit BESSEL und HAGEN:

- alle A sind vom Betrag her gleich groR: A, =0 Vi

- unterscheiden sich nur im Vorzeichen: =e=10+0+6%6...
- positive und negative Vorzeichen gleich wahrscheinlich: P(A, =+0)=P(A, =-0)=05

firn — oo gehtd — 0  (flr oo viele Elementarfehler werden die Abweichungen nahezu Null)

Dann gilt die Wahrscheinlichkeitsbeziehung

Pése<ird)=—— o (—;%]df::f(é)dé

mit; o Konstante
f(£)  Dichte der Normalverteilung

Historie des zentralen Grenzwertsatzes

de Moivre 1730 beide nur
Laplace 1812 Vermutung

Gaul3 1821 Einflihrung in Fehlertheorie, daher auch GauR-Verteilung

Ljapunov 1901 Beweis!

In der Praxis:Anforderungen nicht so streng.
Es reichen sehr viele Elementarfehler, die alle mehr oder weni-
ger die gleiche GrofRenordnung haben
— Normalverteilung
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6.1.2 Erwartungswert und Varianz einer normalverteilten Zufallsgrofe
Gegeben: - Zufallsgrol3e L

L=p+e — e=L-p mnit u Erwartungswert E(L)

¢ zufallige Abweichung
f(x) Dichte von L

@)
A
J©

J) =1(9)

Jx) dx =f(5) ds

Verschieben des Koordinatensystems:

x=pu+é o E=x-u - dg =dx - [flx)=71()

(N—
keine Maf3stabscnderung

einsetzenin  P(£ < ¢ < §+d§):i(£}£€
OIS

P(x—y <L-u< x—u+dx)
P(x < L < x+dx)=f(x)dx

2
Normalverteilung nach Grenzwertsatz: f(g): ! -exp _1 ‘%
o2 2
2
Substitution: L-exp _1 M = (%)
o2 2 o

1
Plx < L <x+dx)=——-exp|-—— ~—~L2 7
( ) o~N27 p( 2 o’

RE

Die Wahrscheinlichkeitsdichte und somit auch die Verteilungsfunktion einer normal-

verteilten Zufallsgrof3e sind durch Angabe zweier Parameter, des Erwartungswerts u
und der Varianz &%, vollstandig bestimmt.
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Behauptungen:

1.

Beweis:

f(x) erfillt notwendige Bedingung fur Wahrscheinlichkeitsdichte (pruft
eigentlich £(&)
E(L)=u Translation erlaubt?

E(¢)=E((L-1)’)=c* Erwartungswert von &~ ist Varianz o° (Interpretation
der Konstanten o)

Behauptungen sind korrekt, wenn:

1)

2)

3)

Tf(x) dx;1

+o0

E(L) = [ f(x) dv=p

—00

« sind zu beweisen

B = B((L- 1) = [ (v - 17 - () dx 2

Zwischenschritt:

Hilfsintegrale aus Formelsammlung:

+ o0 l2
| exp{—zjdtzx/g

+ 00 t2
_{o texp| - |dt=0

+ o0 f2
| tzexp[—sztzx/g

Substitution:
X— U
o

y= = x=0-y+u =dix=ocdy

Beweis zu Behauptung 1): If(x) dx=1

+o 2 v
__1 jexp(_y jdy:; ()

"
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Beweis zu Behauptung 2): E(L) = .[x-f(x) dx%u

— 00

E(L):'[x-f(x)dx
- -T(o*- + 1) -exp —y—z cod
“ oz ) y+u > ly
3 ausmul;iplizieren:zwei IntegraﬁliO 2 (‘/)
o Y H Y
=——- |y-exp| ——|dv+—"- |exp| ——|d
S e e G
0 V2z
—'LM/Z”—,U
N2 =

Beweis zu Behauptung 3):  E(s?) = E((L—y)z): I(x—y)z - f(x) dx =02
vorab: x—pu=c-y da y=>—*
(o2
E(e%) = E((L - p)°)

= Jleu e

1 T yz
= . . expl|—=—\|-od v
U_fzﬁ_jway p[zay()
2 4w 2
o 2 Y 2
=——. [y exp| - |dy=
NN p( sz &

Jor

Erwartungswert g und Varianz ¢’ sind die
einzigen Parameter der Normalverteilung

L~Nuo)

,L folgt der Normalverteilung mit dem Erwartungswert x und der Varianz ¢
A

Die Normalverteilung ist von
zwei Parametern abhéngig:

1 - bestimmt die Lage
o - bestimmt die Form
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6.1.3 Die Standard-Normalverteilung
Definierter Sonderfall der Normalverteilung:

u=0
o2 } N@OD| standard-Normalverteilung

standardisierter Sonderfall fir Erwartungswert x=0 (Mittelwert) und Varianz ¢’=1.

l 2
¢(y) = o 7 "eXp (_ 2 J Dichte von N(0,1) (tabelliert, einfach zu berechnen)

Beziehung zwischen N(u. o) und N0,1):

Allgemein war die Dichte von N(uo) :  f(x)= exp( 1 (- él) J
0\/_ o

Satzz  |L~N(uo?) = (5:L_—”]: £~ N1
(o}

2
Beweis: L~N(,u, 02) = f(x)zL exp (—le Wahrscheinlichkeitsdichte

oN2r 2 o
. L _ L—u
Variablentransformation: g(L)y="-"=¢g(L) 1)
(o2
x —
= y="F=glx) @
o

mit. f(x)dx=f()dy = f() =f(X)-% und -+ dy = g(x + dx)
dx

() = D f(x)
g)=—- =7s0)= 7 () (3)

g'(x)= 1 (4) Ableitung von (2) nach x
(o2

mit  f{x) - Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung
und f(y) - Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung
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Einsetzen:

2 2
)= = exp( > jZJ;Tz exp(yz}go(y)

= Jede beliebige Normalverteilung kann in eine Standardnormalverteilung transformiert werden; fir
normierte zuféllige Abweichung gilt dann:

£~N(021)

6.1.4 Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung

X

F(x)=P(L<x)= I f(v)dv  Definition der Verteilungsfunktion

J) Dichte von L
speziell: fv)=@®v) Dichte der Standard-Normalverteilung N(0,1)

0(y)=P (& <) = [ (v

~ N(01

N——

J Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Anwendung: Grenzen fur zufallige Abweichungen ¢

Allgemein: Pla<L<b)=F(b)-Fla)= If(v) dv

jf )dx und F(a jf

Spezialisierung fur Standard-Normalverteilung N(0, 1):
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D(-y)

-a -3 -z I -1 a 1 I

-y y
Ersetzen L mit £ und die Grenzen q, b durch -y, y

P(-y<£<y)=0(y)-0(-y)
®(-y)=1-0(y)

= (gemaR Skizze herrscht Symmetrie)

mt =< und O(y)-(1-d(y)=2-d(y)-1 wird P(—ySESy):Z-(D(y)—l
o) o

umformen der Ungleichung — y < ‘< vy Multiplikation mit o ergibt —y-c<e<y-o
O

P(—y-0'<g£y-0)=P(‘g‘£y-0')=2-(D(y)—l

Grenze fur zuféllige Abweichungen (,,wahre Fehler®)

Beispiele (Werte aus Tabelle):

y = P=2d(y)-1 P=20(y)-1 = y
1 0,6827 0,900 1,645
2 0,9545 0,950 1,960
3 0,9973 0,990 2,576
4 0,9999 0,999 3,292
Vorgegeben y @(y) aus Tabelle Vorgegeben P y umgekehrt aus Tabelle

P(l¢| < o) = 0,683 = 68,3%

P(¢| < 30) = 0,997 = 99,7%

3o sind dulRerst selten)

213 aller Abweichungen sind kleiner als o

3o - Regel fur Grenz oder Maximalfehler (GréRRere Fehler als

"

Hochschule Neubrandenburg
University of Applied Sciences
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6.1.5 Der Konfidenzbereich fur normalverteilte Zufallsgrof3en

Der Konfidenzbereich oder auch Vertrauensbereich stellt ein Intervall um den Mess-
wert dar, in dem sich der Erwartungswert mit einer vorgegebenen Sicherheitswahr-
scheinlichkeit S=1-« befindet.

Bei bekanntem Erwartungswert u ist er um diesen definiert. In diesem Fall gilt: Inter-
vall um den Erwartungswert , in dem sich Messwerte mit einer vorgegebenen Si-
cherheitswahrscheinlichkeit S=7/-« befinden.

Gegeben: L~Nu,c’) Erwartungswert z unbekannt
Varianz o bekannt

Irrtumswahrscheinlichkeit o wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%) gesetzt

< —— Konfidenzbereich ——

I~

Pla<u<bh)=1-«

Definition: Konfidenzbereich fiir
0 |Pu<a=Pw>p=3 “
Gesucht: a b Grenzen des Konfidenzbereichs
Losung: P(-y<z<+y)=20(y)-1 Ausgangsbeziehung

a) Umformung des Ungleichungssystems:

=121 Ny
(o2 (o2

—ys—=<4y |-o
—yo<l-u<yo |—Z
—l-yo<-u<yo-I | Vorzeichenumkehr
l+yoc>u>l-yo | umordnen

l—-yo<fu<l+yo
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Beispiel:

b) Argument y der Verteilungsfunktion
1-a=20(y)-1
2—a=20(y)

= O(y)= 1—% — y aus der Tabelle unter Vorgabe ®(y)=P

a=1l-yo
b=I+yo Grenzen des Konfidenzbereichs

Argument der Verteilung (Quantil) y wird mit ¥ , bezeichnet.
1-=
2

Symmetrie: Y, ==Y ,

Gemessene Strecke / mit theoretischer Varianz 2
gegeben: [ =72,43m mit o =0,02m

gesucht:  Konfidenzbereich ‘P(a <u<b)=1- a\ fir den Erwartungswert

Ldsung: Zunéchst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (« =0,05):

D(y)= 1—% _0975 _labelle . 196

a=l-yo=72,39m
b=l+yoc=72,4Tm
P(72,39m < u <72,47m) = 0,95 = 95%

yo=196-2cm = {

Irrtumswahrscheinlichkeit10% (e =0,10):

O(y)=1-% =085 _ Tabelle 164

a=l-y-c=72,40m
b=Il+y-c=72,46m
P(72,40m < u <72,46m) = 0,90 = 90%

v-o=164-2ecm = {

Zu einem schmalen Konfidenzbereich gehdrt eine groRere
Irrtumswabhrscheinlichkeit «
= kleinere Sicherheitswahrscheinlichkeit S=/-a

I ‘

Hochschule Neubrandenburg
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6.2 Die ;(2 - Verteilung

6.2.1 Definition und Rechenformeln

Gegeben: X (stochastisch unabhangige Zufallsgréfien)
X~N(0,1) mitj=12,...f (f standard-normalverteilte Zufallsgréf3en)
/
1i=>.X /- Anzahl der Freiheitsgrade
j=1

/
. . 2 . . . I . . 2 . m .
fir die Summe Z;Xj gilt eine neue, eigenstandige Verteilung y*, die fir die Be-
=
rechnung und Definition der Varianz von groRer Bedeutung ist.

Dichte der }(2 - Verteilung

(Ersatz der ZufallsgréRe y* durch ¢ aus Grinden der Ubersichtlichkeit)

1) = [2%(@} i exp(— é] HELMERT 1876 (entdeck)

t>0, Ofurz<0 PEARSON 1900 (fiir Statistik)
° [
F(f) = [z exp(— i)a’t Gammafunktion
2 0 2
Wenige Freiheitsgrade = fklein = stark unsymmetrische Verteilung

Chi-Quadrat-Verteilung

0.3
f=1 —
f=2 —
f=3 —
f=4 ——
L =5 i
0.25 f=6
=7 ——
f=8 —
=0 ——
| f=10 ——
02| 1
|
— \
E |
- \
2 |
% |
5 0.15 “1 7
g
- |
Q |
O I
01 NS .
oosll | |/ .
| / AN
\\\\\\
/ - —
/ \\> ~— - — \\\\;:\':’:—\iii:'::, .
0 _ e —,,—.
0 5 10 15 20 25
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Viele Uberbestimmungen = fgroR = Bedingung des zentralen Grenzwertsatzes erfiillt
= Ubergang auf Normalverteilung

Chi-Quadrat-Verteilung

0.16

—
1l
(4]

0.14

—h —h —h —h —h —h —h —h —h
L | A A A { R 1}
A B WWNNREE
O 01O 0o uUlo uo

0.1

0.08

Dichtefunktion

0.06

0.04

0.02

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fur £>30:  f(O)=e(y) , y:% Dichtefunktion gleicht immer mehr

einer Normalverteilung
2~ N(f.2f) mit y=fund ¢’=2f

Fur zwei y*-verteilte ZufallsgroRen gilt:

fi
X =2X X=N@O.1) i=12,...fi
i=1
) /o ) .
X5, =2X; X=NO.1) j=12,..f>
j=1
Sitfo

i+ xh =Y xl=yx%,,  Additionssatz fir zwei y*-verteilte ZufallsgroBen
i=1

Verallgemeinerung:

2 2 2 2
Xp =Xyt Xy, Tt Xy

f=hA+L+...+ ],

Additionssatz fiir y*-verteilte ZufallsgréRen
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6.2.2 Die Verteilung der empirischen Varianz

. . 1
Empirische Varianz: [ ==Y ¢’
n3

Man kann eine Verteilungsaussage Uber ¢ treffen, wenn wir auf normierte
wahre Abweichungen &, Ubergehen

£, =22~ N(0J)
o
£ =0 7

Empirische Varianz als Summe von » quadrierten, N(0,1)-verteilten Zufallsgrof3en ¢,

2 f 2
2 0 0 =2_0O0 2
sP=—> g =—/]

fj=1 ’ [

mit / = Freiheitsgrade (=Anzahl der Uberbestimmungen) fir sgilt: f=n
fr v qilt: f=n-1

2

2 _ 5

Allgemeine Beziehung: Xr= / o2

aus zufallige Abweichungen: sT==) & f=n
nj-
2 1 C 2
aus Verbesserungen: = ZVJ f=n-1

n-— j=1
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6.2.3 Der Konfidenzbereich fur die Standardabweichung

Definition: Bereich beziehungsweise Intervall um den numerischen Wert der
theoretische Standardabweichung, in dem sich die empirische Stan-
dardabweichung mit einer vorgegebenen Sicherheitswahrscheinlich-
keit S=1-a pefindet. Er kann auch ausgehend vom empirischen
Wert berechnet werden.

P(aSO'Sb):l—a'

P(O‘<a)=P(O'>b)=%
Gegeben: Empirische Standardabweichung s mit Freiheitsgraden f
Gesucht: Grenzen a und b des Konfidenzbereichs
2
Losung: tiber die Beziehung z7 = fs—2 zwischen s’ und 42
O

Chi-Quadrat-Verteilung

=9

1

Dichtefunktion
o
o
o
T

5 10 15 I 20 25

2 2
X fal2 X fl-a2

2 2 2 1
P(;(f’% <X S;(f'l_%)—l a
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2 S 2 2
Z/"% S ? S nyl*az ‘ ' f S
2 2
l o l _Q,
f/g gizs st f | Kehrwert bilden
f-s° o f-s
2 2
f:s >0’ > S s Umstellen und Wurzel ziehen
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ey @ nyl_%
S S . .
St |— SO0<s |— | Konfidenzbereich
Zf,l—% X, @
untere Grenze
obere Grenze
Beispiel: Standardabweichung s aus Verbesserungen

gegeben:  s=151mm mit n=28

gesucht:  Konfidenzbereich \P(a <o<b)=1- a‘ fur die theoretische Varianz o’

Ldsung: Zunéchst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o
Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (a =0,05):
s =151mm

2 2
Xy = X700 =1690
n=8= f=n-1=7 Tabelle 1%

ij‘,l—% = 7572,0.975 =16,013

a=151mm - L =10,0 mm
16,013
7
b=151mm- |—— =30,7 mm
1,690 _—

P(10,0mm < o < 30,7mm) = 0,95 = 95%

= Grenzen :

= stark unsymmetrischer Konfidenzbereich (siehe Zeichnung)
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€< — Konfidenzbereich ——*

} >
0 a=10,0mm s b=30,7mm

Die starke Unsymmetrie belegt, dass E(s*) = o* aber E(s) # o gilt.

Im Allgemeinen werden die empirischen Standardabweichungen
zu optimistisch abgeschatzt ( £(s) < o'); insbesondere bei kleinen f'!
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6.3 Die #-Verteilung
6.3.1 Definition

Die #-Verteilung wurde 1908 von GOSSET (Pseudonym ,Student*; daher auch Stu-
dent-Verteilung) hergeleitet.

Ausgangspunkt ist die Realisierung ! einer beliebigen N(u o °)-verteilten Zufallsgro-
3e L. Diese wird auf die Standardisierte Normalverteilung mit N(0,1) transformiert.

[~N(u,c?)
Ausgangspunk; glzH_=
(o2 (o2
£~N(01)

Die theoretische Standardabweichung o ist gewohnlich nicht bekannt und wird daher
ersetzt durch die empirische Standardabweichung s.

l—u ¢ )
I, = S :;~tf +-Verteilung

f Anzahl der Freiheitsgrade
bei der Bestimmung von s

R o _
Grenzfall: f—>o = { _ = t-Verteilung > N(0,1)
t,=>¢&

fir unendlich viele Freiheitsgrade geht die t-Verteilung
in die Standardnormalverteilung tber.

Student- bzw. t-Verteilung

0.4
f=1 ——
f=2 ——
f=3 ——
0.35 [ f=4 — -
f=5 ——
=6
=7 ——
03 f=8 ——
f=9 ——
= =10 ——
= f=11 —
> 025 =12 ——
= =13
2 f=14 ——
(] _
=15
> L 4
3 0.2 f=16 ——
(] =17
©
% f=18 ——
g 015 F ff19 |
5 =20
L f=21
=22 ——
01 =23 — |
f=24 ——
f=25 —
0.05
0
-10 5 0 5 10
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6.3.2 Der Konfidenzbereich fir den Erwartungswert p

Gegeben:

Definition:

Gesucht:

LOsung:

L~N(o?)  normalverteilt

o’ theoretische Varianz, unbekannt
y7, Erwartungswert, unbekannt
s empirische Varianz, bekannt

Plasu<h)=1-«

P(,u<a):P(,u>b):%

Konfidenzbereich fir «

Grenzen des Konfidenzbereichs

| Ausgangsbeziehung

| symmetrische Verteilung

| ¢, = ~H einsetzen
S
| s
| -1
| (-1
j 1-«a | umstellen
P(l—ffvl%'SSﬂSHfm%'S)=1—0!| Konfidenzbereich

untere Grenze

obere Grenze

"
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Beispiel: Gemessene Strecke / mit empirischer Varianz s
gegeben: [ =72,430m mit s=0,025m und f =7

gesucht:  Konfidenzbereich |P(a < u < b) = 1-c| fiir den Erwartungswert z

Losung:  Zun&chst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit «

Irrtumswahrscheinlichkeit o wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%, gesetzt

Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (« = 0,05):
Tabelle

{y 1oy = troos = 237

a=l-1, , -s=7231ln
t7 0975 * S = 2,37 -25mm =59,25mm = 2

E b=l+1,,, s=12489m
S /2

P(72,371m < u < 72,489m) = 0,95 = 95%

€< — Konfidenzbereich ——*

| L
0 a=72,371m 1=72,430m b=72,489m
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6.4 Die F-Verteilung
6.4.1 Definition

Die F-Verteilung wurde 1924 von FISHER hergeleitet.

zwei stochastisch unabhéngige, y>-verteilte ZufallsgroRen

Xir) ~N(01)

normalverteilt

E(xi7yj) =0

unabhéngig

f - Anzahl der Freiheitsgrade

2 2
Zfz f2 ;t/fl
- = L F-Verteilun
fa S Z;z g

Gegeben: x; und y?
2 & 2
X5 = 2
i=1
2 & 2
zfz = Zy]
j=1
Sefinit _
efinition: ih =
fi
Tabelle:

Nur einseitige Quantile

6.4.2 Konfidenzbereich fir den Varianzenquotienten

. 2 S;
Gegeben: X5 :f,.-?
2
2 S
X _fi_z
2
51
I s
X __ o
2 2
X, f S2
2 2
0,
2
_J2 Xy
., 2
f1;/2 fi Zfz

| furi=1,2

| furi=1,2 (aus 6.2.2)

| Quotient

| Definition
| Einsetzen und Kiirzen

| Ergebnis

I ‘

Hochschule Neubrandenburg
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2
q° :% | Einfilhrung: Varianzenquotient
2
1 I . . .
oy —28—12 | Schreibweise mit Varianzenquotient
1J2 q S2
S2
2 . .
=1 = F, =S_12 | Wichtigster Sonderfall |0} =0,
2

(Messreihen gleicher Genauigkeit!)

J)
A

F-Verteilung

___Dichte von Fy, s,

o\

0 Fypare Fy, 5 1-al2
Definition: Pla<qg<bh)=1-a Konfidenzbereich fiir g=o1/0»
Gesucht: a, b Grenzen des Konfidenzbereichs
LOsung:
P(Ffl,fz,% <F,, < Ffi,fz,l—%j =l-« | Ausgangsbeziehung

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Umformen der Ungleichung:

| Kehrwert bilden

| Umstellen und Wurzel ziehen

Konfidenzbereich flr ¢ = o1

0,
o -
Ffl,fz,% ist nicht tabelliert!
Tabelle:
oy 5
Ff1vfz =72 2
O, 5 1
- = F . "
o s 1 Fhey fohi=%%
e 0-22 S22 Ffl!fZ
P(Ffl,fz < Ffl,fz,l—a) = 1l-«a F, .., isttabelliert!
= « geschickt wahlen
S : e o,
Konfidenzbereich fir g = —
S, o,

untere Grenze

b=1" Ffz,.fa,l—%‘ obere Grenze

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Beispiel: Messung eines Winkels durch zwei Messgruppen und Frage, ob die gleiche theore-
tische Genauigkeit o3 und o erreicht wurde.
gegeben: © s, =0,47mgon , n, =16 = f, =n-1=15
@ s,=069mgon , n,=7 = f,=n,-1=6
51 und s sind empirische Standardabweichungen der Einzelmessungen

Frage: ,Entstammen* die Messreihen derselben Grundgesamtheit?
Sind E(s1) und E(s2) bzw. o1 und o als gleich genau anzusehen?

Losung: Zunéchst Festlegen der Irrtumswahrscheinlichkeit o

Irrtumswahrscheinlichkeit o wird idR. zu a=0,05 (5%) oder a=0,01 (1%,) gesetzt,
kann aber prinzipiell frei gewahlt werden.

Irrtumswahrscheinlichkeit10% (a = 0,10):

Tabelle Fy iy = Fissos = 39
—_—
Ffz,fl,l—% = Fyis005 = 28
S . - a y y
Grenzen : ? fifo =%
s 0,47
b= = .28 = 114
S forhi =% 0,69

0

Bereich : P(034 < —= <114)= 090 = 90%

O,

#—— Konfidenzbereich —————¥

L ] q
0 a=0,34 g=1 b=114

= g =" =1 liegtim Intervall
0>

= E(s1) = E(s2) bzw. 01 = o
= gleiche Genauigkeit ist durchaus maglich (darf angenommen werden)!

= der numerische Unterschied zwischen s; und s, ist rein zufallig (Ursache sind
zuféllige Abweichungen)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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Irrtumswahrscheinlichkeit 5% (a = 0,05) :
= 5,27

Tabelle Ffivfz,l—% = Fis6007s
—_—

Ffz,fl,l—% = Fs150075

LS L _o047 [1 .4
s, \F 0,69 527

= 3,42

Grenzen : fufet%
s 0,47
b="2.[F = 220 /342 = 126
s, VA% 0,69
Bereich : P(030 < 21 <126)= 095 = 95%

0,

6.4.3 Beziehungen der F-Verteilung zu anderen Verteilungen

a) Beziehung zur g*-Verteilung

2 2
o, § o |
[ e e | Definition der F-Verteilung
1nJ2
01 5
O_2
wenn f, = oo, dann wird s; = o, %y
S2

2

. . . A
zusammen mit f1=f und s1=s sowie o1=c wird F, =

2

S
aus 6.2.2 ist bekannt Z? =f
’ (o2

= ZJ%:fFf,oo

b) Beziehung zur #-Verteilung

s} s? f Z,% _— :
T e e I | Definition der F-Verteilung
0, O, S X,

—1 2
wenn S }:> F,=f% ud o’=c=c

»=f - Z,%
yi=2" _e _(-u)
1 2 O_Z

Hochschule Neubrandenbur Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
1) : . ; 9 Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 77
University of Applied Sciences



Fehlerlehre & Statistik

2
Xr=f"—
f O_z
g 1 o
Rp=fi %
oc” f s
2
&
F . =2
1f Sz
_ 42
Fl‘f tf

c) Beziehung zur Normalverteilung

f oo

= tco = \/F;.,co - N(O’l)l

Beispielhafter Tabellenvergleich:
a) zur g2-Verteilung
Fy 065 = 2,372

S Fynoes =4 F, 00 = 9488
= Zio.gs = 9,488

b) zur ¢-Verteilung
Flaoes = 7,709

F1,4,0.95 =2,78

= 40975 = 2,78

¢) zur Standardnormalverteilung
F,, e =3.841

v Fleoes =1.96

= Yoors = lxo975 = 1.96

| Vergleichswert aus Tabelle
| /=4 und 0=0,05 (einseitiges Quantil)

| Vergleichswert aus Tabelle
| /=1, f3=4, 0=0,05 (einseitiges Quantil)

| =4 und =0,05 (zweiseitiges Quantil)

| Vergleichswert aus Tabelle
| /i=1, fo=o0, 0=0,05 (einseitiges Quantil)

| f=oo und a:=0,05 (zweiseitiges Quantil)

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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7  Der statistische Test
7.1 Grundzige der Testtheorie, Fehlschlisse 1. und 2. Art

Gegeben: L Zufallsgrolie
[ Realisierung
D;

Distribution (wohldefinierte, beliebige (Normal-)Verteilungen in der Form
DO(/JO!O-(?) oder DA(/JA’Ui))

Hypothesen: Nullhypothese: H,:L~ D, (yo,aj)

Alternativhypothese: H,:L~D, (ﬂA, af\)

Ha annehmen Ho ablehnen
Jx)
N\

% (x) ; gﬁ'A(.\‘)

fx) Dichtefunktion der Verteilungen Do bzw. Da

Annahmebereich fur Hy (Ho wird als ,wahr* angenommen)
Verwerfungsbereich fir Hy bzw. Annahmebereich flir //a

<=z

Test: [ e W : Hy annehmen bzw. nicht verwerfen

[ eV . Hp verwerfen und stattdessen H annehmen

Hochschule Neubrandenbur Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
1) ‘ University of Applied Sciences 9 Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 79



80

Fehlerlehre & Statistik

(LeW | Ho ) =1-a=S Sicherheitswahrscheinlichkeit S, Signifikanzniveau 1-  (wahr)

(LeV | Ho )=« Irrtumswahrscheinlichkeit o (falsch)
(Wahrscheinlichkeit flir einen ,Fehlschluss 1. Art®)
(LeV | Ha )=y Testglte y = 1-4 (wahr)
(LeW | Ha )=/ Wahrscheinlichkeit / fiir einen ,Fehlschluss 2. Art*) (falsch)
~Fehlschluss 1. Art“:  Hy wird verworfen, obwohl Hj richtig ist = falscher Alarm !
Lpeinlich”

»Fehlschluss 2. Art“:  Hp wird nicht verworfen, obwohl Hj falsch

ist und stattdessen /1 richtig wére = verschlafener Alarm !

sehr gefahrlich 11!

Ubersicht zu Wahl der richtigen Verteilung

theoretisch empirisch
11 bekannt 4 unbekannt
(6 /=) o L)
’ (o f=n)
Skalare GroéRen,
nicht quadratisch Yi-q tr1a
(z.B. Mittelwerte, Y1-a2 tr1-ar
Differenzen)
guadratische Grol3en 2 E
(z.B. Varianzen Xz Lo A2 la
und Vektoren) X 1-al2 Frpa

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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7.2 Signifikanztest fur die Differenz zweier ZufallsgréRen (Normal-

verteilung)
7.2.1 Ein- oder zweiseitige Fragestellung

Gegeben:

L~ N(u,07)
L, ~N(/U2’O-22)

normalverteilte ZufallsgréRe mit ihrer Realisierung /;
normalverteilte ZufallsgréRe mit ihrer Realisierung /,

Nullhypothese: Hy o =u,
. Hp gy > 1y ) N L

Alternativhypothesen: ) mit Ha, einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung

Hy, oy # 4,

Af(x) Prinzip der zweiseitigen Fragestellung
] | ! \\ X 'S
w’ H Y253

Andere Schreibweise mit der Differenz der beiden Gréf3en:
Definition: D=1L,-L| normalverteilte ZufallsgréRe mit ihrer Realisierung|d =1, — 1,

Nullhypothese:

E(D)=E(L)—E(L)=1t, — 1, = py

H, :d =E(d)

Alternativhypothesen:

In der Regel ist interessant, ob die Erwartungswerte identisch sind ( z, = x,). Das ist genau dann der

H, :d>E()
H,,:d+E(d)

Fall, wenn E(d )=0 ist. Also kann ,gegen Null“ getestet werden::

Nullhypothese:

H, 1E(d)=0

Alternativhypothesen:

H, 1E(d)>0
H,, E(d)#0

Erwartungswert der Differenz

mit Ha einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung

mit Ha einseitiger oder Ha, zweiseitiger Fragestellung

Hochschule Neubrandenburg
I | [ University of Applied Sciences
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7.2.2 Signifikanztest fur die Differenz zweier Mittelwerte bei bekannten theore-
tischen Standardabweichungen o; und o;

Gegeben: D=L,-L Zufallsgrolie (normalverteilt) ist die Differenz
d=1,-1 Realisierung der Differenz
ol =0l +0; Varianz der Differenz (o1 und o sind unkorreliert)
d .
Testgrole: y= o ,Wert durch Standardabweichung"
d
Hypothesen: H, 1E(d)=0
H, :E(Y)=0 =|y~N(021)
H, (E(d)=p,|
Hy (E()=£4-3 =|y~N (1)
Oy
- d . .
y=—=0, Nichtzentralitdtsparameter
o

Einseitige Fragestellung

Quantil: ¥, aus Tabelle

v<y_, = H,nichtverwerfen

Entscheidung: y>y,, = H, verwerfen

P(y>y..| Hy)=e Irtumswahrscheinlichkeit o

a=0,05 (Signifikanz)
a=0,01 (Hochsignifikanz)

P(y>y., | Hy)=7 Testgite |y =1-f=1-d(y,, ~7)
Verteilungsfunktion ® von y

Fall a): d gegeben und y gesucht

Anwendung:: ~
Fall b):  » vorgegeben (oft y =80%) und d gesucht

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Einseitige Fragestellung

Ho annehmen Hﬂ ablehnen

Po(¥) N @,

v

Y
Zweiseitige Fragestellung
Ho ablehnen <=— H:9 annehmen—— hf_,j ablehnen
Po @, (Y)
V 4 \ V
@)\
L/ / Pa
Y
= >
d y
S=(01-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
y=(1-p) : Testgute
a’ Irrtumswahrscheinlichkeit fur Fehlschlul3 1. Art
,falscher Alarm*“
B Wahrscheinlichkeit fur Fehlschluf3 2. Art

,verschlafener Alarm*

Hochschule Neubrandenbur Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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Zweiseitige Fragestellung

il =— aus Tabelle
Quantil: y1-% y%

NESA o, = Hynicht verwerfen
/2
Entscheidung:

|y|>yl_% = H, verwerfen

P(|y| > Vi | Hoj =a  Imtumswahrscheinlichkeit o
2

a=0,05 (Signifikanz)
a=0,01 (Hochsignifikanz)

P[|y|>yl_%|HA)=7 Testqite 7=1—ﬂ=1—[®(y1_%—;V)—CD(y%—i)J

mit Yoy = V1 oy
y=1-p=1-oly,,, -5y, -]
Verteilungsfunktion ® von y

Fall a): d gegeben und y gesucht

Anwendung: ~
Fall b):  » vorgegeben (oft y =80%) und d gesucht

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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7.2.3 Signifikanztest fur die Differenz zweier Mittelwerte bei unbekannten theore-
tischen Standardabweichungen o; und o;

Gegeben: Lyund L, Zwei ZufallsgréRen (normalverteilt)
I '
L L . .
L=, L= Realisierungen (Messreihen, Beobachtungsvektoren)
L, L
A Ly B

L~ N(/ul’o-lz)
L, L2~N(y2,0'22)
/I

2 2 2
D=L,-L, Op =01 +03

Frage: Hat sich der Abstand D signifikant verandert? (bzw. L,=L,?)

D=L,-L, Differenz ist eine normalverteilte Zufallsgréie
d=1,-1 Realisierung der Differenz
ol st,sh Varianzen (noch zu bestimmen bzw. zu prifen)

E(D) =d =E(L,)—E(L) = tt, — 14 = 14

D~N(,ud,0';‘)

Nullhypothese: Hy: =, H, :E(d)=0

Alternativhypothesen: H,w<u H, E(d)>0 einseitige Fragestellung

H,: w#u| |H, EWd)#0 zweiseitige Fragestellung

Hier wird eine Fallunterscheidung notwendig werden, ob die beiden Messreihen /;
und %, gleiche Genauigkeit besitzen oder nicht bzw. ob c1*=c* (Frage, ob /; und 4,
derselben Grundgesamtheit entstammen oder nicht).

Zunachst einmal werden in a) die empirischen Mittelwerte und in b) die empirischen
Standardabweichungen fur /; und /, berechnet. Bei der Berechnung der Standardab-
weichung der Differenz erfolgt die Fallunterscheidung in c).

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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a) Berechnung der empirischen Mittelwerte

P 1
L==Y Il'="—"-¢" -1
1 nl ; J nl ny,1 nll,l )
O] 1 1 Mittelwerte
L==> I'=—-¢" -1
2 nz ; J nZ ny 1 n22,l
@ |d=1,-1 empirische Differenz

b) Berechnung der empirischen Standardabweichung der Mittelwerte

vig=h=l mit i=12,m, Verbesserungen

Yy, =l; —l;’ mit  j=12,---,n,

v, = el-l_l -1,
ny,1 ™, ny,1
e | _ Vektoren der Verbesserungen
v,=e-[,—1,
ny,1 np,1 ny,1

@ . . ’ ' Varianzen der Einzelwerte
/1)
2 2 T
s, = szj =—"V, "V,
n, -1 = f2 1ny, 1
fi=n-1 f,=n,-1 Freiheitsgrade der Messreihen /; und
2 AN 2 S, . .
© |sp=—" 5, =—% Varianzen der Mittelwerte
ny n,

c) Standardabweichung der Differenz

Fallunterscheidung: ¢l) o1’=0%° Messreihen mit gleicher Genauigkeit
2) a’#0r’ Messreihen mit moglicherweise ungleicher Genauigkeit

cl) Standardabweichung der Differenz bei gleicher Genauigkeit oy’=0,”

E(s?)=0’=E(s}) =0’ =0’ gleiche Genauigkeit

— Schatzwert s? fiir o wird aus beiden Messreihen gemeinsam berechnet:

T T 2 2
®y) |s° = Vi VitVe ¥, Si St oS gewichtetes Mittel (s fiir Einzelwerte)
(/i +/2) (fi +/3)
@y |f=f+1s Gesamtzahl der Freiheitsgrade

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg
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®y)

E(s*)=0"
d=l_2—l_1
1 1
S, =8 |—+—
n N,

Varianz der Differenz (Schatzwert s, flir oy)

c2) Standardabweichung der Differenz bei ungleicher Genauigkeit oy’#0;
(,BEHRENS-FISHER-Problem*)

Fur das BEHRENS-FISHER-Problem ist keine strenge Losung bekannt = N&herungslésung nach WELCH

®2

@y

2 _ 2.2
Sq = Sp, 5,

Varianz der Differenz (sz ; si fiir Mittelwerte)

—+

Lo )

2_11? f=int(f")

Gesamtzahl der Freiheitsgrade mit ,int(f)“= Interger (groRte ganze Zahl < 1)

"
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d) TestgrofRe
Ab hier wieder identische Berechnung fir beide Félle

d
t~t

QO |[t=— Hy:w=u, Testgrol3e folgt #-Verteilung

A

A

/@)

>
Ufor2 0 tia oo
U102
S=(1-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
a: Irrtumswahrscheinlichkeit einseitig
2:(al2) : Irrtumswahrscheinlichkeit zweiseitig
Hy gy <ply | Hpy gty # 1, Bemerkung
t= 4 t= 4 Testgrolie
Sa Sa
lri oa a vorgeben = Tabelle Test
t<t,,, 1 < e H, annehmen
1>t 1> e H, verwerfen

7.2.4 Signifikanztest eines Mittelwertes X gegen einen Erwartungswert u, bei
bekannter theoretischer Standardabweichungen o

Gegeben: X ZufallsgroRe
X

mit o (f: =o0) Realisierung mit ihrer theoretischen Standardabweichung
Erwartungswert gegen den X zu testen ist

HO E{‘f}:lux HO E{x}_lux :0

Nullhypothese:

H, :E{x}-u >0| einseitige Fragestellung

Alternativhypothesen: H,: E{xX}>u,

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik Hochschule Neubrandenburg

88 Vorlesungsskript im WS2013/2014 und SS2014 I ‘ ihvoriai ot A s Releacee



Fehlerlehre & Statistik

TestgroRe:

Quantil:

Entscheidung:

7.2.5 Signifikanztest eines Mittelwertes X gegen einen Erwartungswert u, bei

#0| zweiseitige Fragestellung

Testgrole folgt Standard-Normal-Verteilung

Aus Tabelle (einseitig 1-a bzw. zweiseitig 1-c/2)

einseitige Fragestellung

H, |EF £ p|  |Hy |EF-p,
y o2t
Ox
}Il—a Yl_ﬁ
2

Y < Y, , = H,annehmen (H , verwerfen)
Y > Y, , = H,verwerfen (H , annehmen)
Y <Y ., = H,annehmen (H , verwerfen)
Y >Y ., = H,verwerfen (H , annehmen)

zweiseitige Fragestellung

unbekannter theoretischer Standardabweichungen o

Gegeben: X
X

=

X

Nullhypothese:

Alternativhypothesen:

TestgroRe:

Quantil:

Entscheidung:

mit s und £~

Zufallsgroie
Realisierung mit ihrer empirischen Standardabweichung

Erwartungswert gegen den X zu testen ist

Hy E{X}—u, =0

H,:E{x}-u >0| einseitige Fragestellung

H ,1|E{x}—u,|#0| zweiseitige Fragestellung

ZLf,l—ot

H,:t~t, TestgroRe folgt +-Verteilung

Aus Tabelle (einseitig 1-a bzw. zweiseitig 1-c/2)

HH TN

Stf,l—a
>t

fl-a

= H,annehmen (H , verwerfen)
= H, verwerfen (H , annehmen)

einseitige Fragestellung

‘E‘stf

A

t

-2
2

>t
S '1_5

= H,annehmen (H , verwerfen)

= H,verwerfen (H , annehmen)

zweiseitige Fragestellung

Hochschule Neubrandenburg
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7.3 Signifikanztest fur Standardabweichungen
7.3.1 Vergleich zweier empirischer Standardabweichungen

Gegeben: empirische Standardabweichung s; mit f; Freiheitsgraden

empirische Standardabweichung s, mit f, Freiheitsgraden

E(sy)=07| |E(s;)=0;
Nullhypothese: H,.0,=0,=0 TestgroRe folgt F-Verteilung |H, 1 F ~F,
Alternativhypothesen: H, 0 >0, einseitige Fragestellung

H,: o #0, zweiseitige Fragestellung
S2 N 1
TestgroRe: F= S_lz Reihenfolge |51 > 2] damit TestgroRe F>1
2
Jx)
A F-Verteilung

/ Dichte von Fy, s,

X
0 Fy, gy 012= For i Fp 10 Fp iy 1-or2
S=(1-a: Sicherheitswahrscheinlichkeit
a: Irrtumswahrscheinlichkeit einseitig
2:(a2) : Irrtumswahrscheinlichkeit zweiseitig

Die untere Grenze ist zwar als F = zu berechnen, wegen der Forderung s, > s
fu/2.% Ffz 1) 172
WJ L=

(TestgroRe F 21), ist aber nur die obere Grenze flr die Durchflinrung des Tests von Interesse.

90

H, ol >0} | Hy, 0l #0; | Testregel,Bemerkung
2 2
F= 2—12 F= i—lz Testgrofe (mit s, > s,)
Test: ? ?
Frorta F 219 a vorgeben = Tabelle
F<F, F<F, H, annehmen
F>F, F>F H , verwerfen

Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe — Fehlerlehre & Statistik
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7.3.2 Vergleich einer empirischen und einer theoretischen Standardabweichung

Gegeben: empirische Standardabweichung s mit f* Freiheitsgraden
theoretische Standardabweichung o mit oc Freiheitsgraden

Anwendung - Test einer empirischen Standardabweichung gegen eine Herstellerangabe
- Vergleich einer ,a priori“-Aussage mit der ,a posteriori“-Grél3e einer Ausgleichung.

~

Nullhypothese: H, E(s*)=0" TestgroRe folgt F-Verteilung |H,: F ~F,

Alternativhypothese:  |H , : E(s*) > o einseitige Fragestellung bei s > o (sonst umgekehrt)

TestgroRe: Reihenfolge damit TestgroBe F>1
Quantil: F fool-a Aus Tabelle bei s > o (sonst Indices oc,f tauschen)
F<F,, ., = H,annehmen
Entscheidung: - '
F>F, . ., = H,annehmen

7.4 Signifikanztest fur Korrelationskoeffizienten
7.4.1 Test eines Korrelationskoeffizienten — ,empirisch, zweiseitig gegen 0*
Empirischer Korrelationskoeffizient, ,zweiseitige Fragestellung” gegen Null

gegeben : rmit f

a=0,05 = "signifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
H,: Ery=0 bzw. =0
Hypothesen: ~° ) r
H,: E{r}#0 bzw. p=0
Testgrolie: H: Mit ' =n—2 bei zwei MeBreihen
1-#°
/
Quantil: !, Wertder"Student" - Verteilung (z.B.aus Tabelle)
ful—z
Entscheidung:  [f|<¢ , = H,annehmen (H, verwerfen)
f1-
’ 2
{|>Y _ = H,verwerfen (H, annehmen)
Sl
2
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7.4.2 Test eines Korrelationskoeffizienten — ,empirisch, zweiseitig gegen py # 0*

Empirischer Korrelationskoeffizient, ,zweiseitige Fragestellung* gegen pp # O bei bekanntem Erwar-
tungswert

gegeben oy mit f

a=0,05 = rsignifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
H,: Eyi=p
Hypothesen: = °° tri=p:
Ha E{r} # Po
‘1 nir —| “p) A |L.Inkr
TestgroRe: : 2o bzw.bei p,=0: |V]=2—=
‘ }/\/ﬁ ‘ n-3
Quantil: Yl—ﬁ Wert der " Standard - Normalverteilung" (z.B. aus Tabelle)
2
Entscheidu ng : Y|<Y ., = Hgannehmen (H, verwerfen)
1-=
2
Y|>Y , = H,verwerfen (H, annehmen)
1-=
7.4.3 Test zweier Korrelationskoeffizienten — ,empirisch, zweiseitig*”
Empirische Korrelationskoeffizienten, ,zweiseitige Fragestellung” gegeneinander
gegeben: r mitn, und r, mit n,
a=0,05 = "signifikant"
a=0,01 = "hochsignifikant"
Er=Eq bzw. p,=p
Hypothesen: ° b= Eln) b
ai Elf=El}  baw.  po#p,
. 1 (In 1+n N In l+r2)
TestgroBe : |V|=|>——4 "

1 + 1 ‘

Quantil Y o Wertder"Standard - Normalverteilung” (z.B. aus Tabelle)

1-=
2
Entscheidu ng : Y| < Yl . = Hgannehmen (H, verwerfen)
2
Y|> Y1 = H, verwerfen (H, annehmen)
=
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7.5 Quadratische Tests mehrdimensionaler Gréf3en (Vektoren)

Gegeben: zwei Vektoren X; und X, mit Ihren Genauigkeitsangaben in Form der zugehdérigen
Kovarianzmatrizen Zxx, und Zxx,. oder der Kofaktormatrizen Qxx, und Qxx, in-

klusive der Standardabweichungen der Gewichtseinheit ,a priori“ oy mit f=co bzw.
,a posteriori* so mit Freiheitsgraden f; und f5.

Anwendung Vergleich der beiden Vektoren X; und X, ob sie sich signifikant unterscheiden
bzw. Test des Differenzvektors d = X; - X, auf Signifikanz.

Beispiel: Einfache Form der ,Deformationsanalyse®, wenn die beiden Vektoren X; und X; die
Koordinaten mehrerer Punkte eines Uberwachungsnetzes enthalten, die in der Epo-
che 1 und der Epoche 2 unter identischer Konfiguration gemessen wurden. Voraus-
setzung ist, dass beider Vektoren X; und X, der gleichen Grundgesamtheit ent-
stammen (gemeinsames o oder ,in einem Guss* gemeinsam ausgeglichen).

Pl(Vl,xl)

Pa(v2,x2)
O

Po(vpixy)
Epochel: X!=[j{ % 7 % - 7 %] mit Qg
u,l uu
Epoche2: XI=[p/ & 57 % - 57 %] mit Q,
ul uu

Beispiel: Die Vektoren X; und X, enthalten die
Koordinaten von p Punkten (u=2p)

L1 X Qs A

X — E’l mit Q = uu uu

| X, s | Qg Qsxo
ul uu uu

Beispiel fiir das Ergebnis einer gemeinsamen Aus-
gleichung in ,einem Guss" X; und X sind Subvektoren
Kofaktormatrizen Qxx, und Qxx, sind Submatrizen

Bilden des Differenzvektors d = X; - X, sowie seiner Genauigkeitsangabe Qgq mittels FFG:

)u<11 mit QXXl R .
i uu _ _ . _ _ _
X, mit = d=X,—-X; Mt Quy = Qug;+ sz, ™ Vs~ sk
2 mi Q)”Q”(z ' ul ul uu uu uu uu uu
ul uu
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7.5.1 Test quadratischer Form — theoretisch (bei &y’)

Bei dem Beispiel einer einfachen Deformationsanalyse ist davon auszugehen, dass die Vektoren X,
und X einer freien Netzausgleichung unterzogen werden und somit Singularitaten zu beftirchten sind.
In einem solchen Falle wird die Pseudoinverse Qgq Statt der Inversen Qgq zu bilden sein.

Hy: Edj=0
Hypothesen:  ° ta)

H,: E{d}=0

a=0,05 = "signifikant"
) R d’.0° -d a=0,01 = "hochsignifikant"
TestgréRe: =L2dd
Oo
Quantil : Z(il—a Wert der " Chi - quadrat - Verteilung”

mit g = Rg(QzlLd): u-d (z.B.aus Tabelle)

Entscheidung : 2°<xl., = Hyannehmen (H, verwerfen)
;22 > ;(,fyl_a = H, verwerfen (H, annehmen)

Wenn Q,, reguldr ist, wird statt mit Q;,,direkt mit Q5 gerechnet

7.5.2 Test quadratischer Form — empirisch (bei sy’, fi und f)

Bei dem Beispiel einer einfachen Deformationsanalyse ist davon auszugehen, dass die Vektoren X;
und X einer freien Netzausgleichung unterzogen werden und somit Singularitaten zu beflirchten sind.
In einem solchen Falle wird die Pseudoinverse Qgq Statt der Inversen Q gq zu bilden sein.

H,: E{d}z 0 2 2
Hypothesen : 0 ~ So  fit e, S
P H,: Eldl=0 fofivfy e
Testgr'OBe : }’;‘1 _ d’ 'Q:;d -d a=0,05 = "signifikant"
q -Sg a=0,01 = "hochsignifikant"
Quantil : Fq,f,l—a Wert der " Fisher - Verteilung"
mit ¢ = Rg(Q;d ) = u-d (z.B.aus Tabelle)
Entscheidung: F< F, ;1. = Hyannehmen (H, verwerfen)
F> F, ;1. = Hgverwerfen (H, annehmen)

Wenn Q,, reguldr ist, wird statt mit Q,direkt mit Q; gerechnet
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