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Die vorliegende Zusammenstellung wichtiger Formeln und Begriffe der Fehlerlehre und Sta-
tistik sowie der Ausgleichungsrechnung soll Praktikern sowie Studierenden als „kleines 
Nachschlagewerk“ dienen und erhebt weder einen Anspruch auf Vollständigkeit noch einen 
Anspruch darauf, ein Lehrbuch ersetzen zu wollen. Insbesondere kann und will es den Stu-
dierenden einen regelmäßigen Besuch der Vorlesungen nicht ersparen.  

Alle Formeln und Beispiele wurden mit viel Sorgfalt zusammengestellt. Trotzdem kann kei-
ne Gewähr (z.B. für Druck- oder Schreibfehler) übernommen werden. 
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Grundbegriffe 
1   Matrizenalgebra 

 Vektor: 
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1.1   Addition, Subtraktion und Multiplikation von Vektoren 

Vektoren: 
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Addition:   
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        332211321321
3,13,13,1

babababbbaaaTTT  bac  

 

Subtraktion:   
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Multiplikation:        1332211
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Multiplikationsregeln:  
1,33,11,33,13,11,31,33,1

abbaabba  TTTT   aber          bzw.       
3,11,33,11,31,33,13,11,3

TTTT abbaabba    aber   
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1.2   Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen 

Matrizen: 
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Multiplikation: 
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nur wenn innere 
Dimensionen 
identisch! 

äußere Dimensionen 
gleich Dimension des 
Ergebnisses! 
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1.3   Formen von Matrizen 

    

 

    
 
 

1.4   Spur, Determinante, Rang einer Matrix 

  

 
21122211

2221

1211

22
det cccc)(     

cc

cc
,









 cc

Matrix einerte Determinan

 

  

 

 
regulär ist    von  Spalten der Zahl

singulär ist    von  Spalten der Zahl

nn,nn,nn,nn,

nn,nn,nn,nn,

cccc

cccc





nRg

nRg

)(0)det(

)(0)det(
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1.5   Inversion einer Matrix 

  



























ilenSpalten/Ze
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)(     
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232221

131211
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Matrix einer Rang

















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c
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
















3231

2221

1211
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c
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








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c
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















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c
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















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0c0
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c
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















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I
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















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2322
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3,3
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c
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
















333231

2221
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3,3
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c
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3,3
)(     cccSp
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















 cc

Matrix einer Spur

2,22222

1

2,222

1

22

1

2221

1211

22

1

2221

1211

22
, IccIcccc 

























 





,,,,,,
  

cc

cc
   

cc

cc
     bzw.     

Matrix einerInverse 

existiert nur, wenn Matrix c regulär ! 
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2   Grundbegriffe der Statistik 
 
Zufallsgröße: X  - Ergebnis eines Experiments, dessen Ausgang in  
   gewissen Grenzen ungewiss ist. 

Beobachtungswert: ix  - Realisierung der Zufallsgröße.  

   Die Zufallsgröße X  kann in einem bestimmten  
   Wertebereich verschiedene Werte ix  annehmen 

Beobachtungsvektor:  n
T

n
xxx 21

,1
   x   

 
 
Messgröße: L  - Zufallsgröße, die durch eine Messung realisiert wird. 

Beobachtungswert: nili ,,2,1mit        - Einzelner Messwert aus einer Reihe von n  Messungen 

 

Diskrete Zufallsgröße:  mxxxX 21)( w  - entstammt einem Wertebereich aus abzählbar vielen, 

   diskreten Werten (Beispiel „Resultat eines Würfel 
   spiels“ 
    Ergebnis nur diskrete ganze Zahlen 1,2,3,…,6) 

Stetige Zufallsgröße: baL ,)( w  - Wertebereich ist ein Intervall auf der Zahlengeraden 

 

Erwartungswert von X :    





n

i
i

n
x x

n
XE

1

1
lim  

Zufällige Abweichung : xx X     Nicht mehr „zufälliger Fehler“! 

Varianz von X :    



n

i
xxx X

n
E

1

222 1
lim   

 

(Empirischer) Mittelwert : 
1,,1

1

11
nn

T
n

j
j n

l
n

L Le  


  mit  111
,1


n

Te  und  n
T

n
lll 21

,1
L  

Erwartungswert bei n= :   







 



n

j
j

n
l l

n
LE

1

1
lim  

 

Wahrer Wert:  lL ~
  mit  systematische Abweichung 

 

Zufällige Abweichung: ljj l     bezogen auf den Erwartungswert 

 l
nnn


1,1,1,
eLε  

 

Verbesserung: jj lLv    bezogen auf den Mittelwert 

 
1,1,1, nnn

L Lev   
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Theoretische Varianz:     222
ll LEE    

Theor. Standardabw.: 2
ll    

 

Empirische Varianz : 

   

 

 

 

2.1   Korrelation 

Theoretischer Korrelationskoeffizient : 
ji

ij
ij 


      mit    11  ij  

Empirischer Korrelationskoeffizient : 
ji

ij
ij ss

s
r      mit    11  ijr  

 

ert)(unkorreli unabhängig linear sind  und 

)korreliert (maximal abhängig linear sind  und 

jiij

jiij

LL

LL





       0

     1




 

 

1. Physikalische Korrelation: 
Korrelation zwischen je zwei Realisierungen von Zufallsgrößen auf Grund systematischer Restabwei-
chungen, die im funktionalen Modell nicht oder nur unzureichend erfasst sind. 

2. Mathematische Korrelation: 
(auch funktionale oder algebraische Korrelation) 
Wenn zwischen zwei oder mehreren Realisierungen von Zufallsgrößen bei einer Auswertung ein funkti-
onaler Zusammenhang formuliert wird, so entsteht zwischen den sich ergebenden Schätzwerten eine 
Korrelation. 

I. aus zufälligen Abweichungen : 
(Erwartungswert bekannt) 

ljj l  

1,,1

1j=

2
22

2
2

12 1
=

...
 

n

T

n

n

j

n
l nnn

s εε







2 ll ss 

. 

Varianz : 

Standardabweichung : 
(Einzelwert) 

II. aus Verbesserungen 
(Erwartungswert unbekannt) 

jj lLv 

1,,1

1

2
22

2
2

12

)1(

1

)1(
  

)1(

 ... 
nn

T

n

i
i

n
l nn

v

n

vvv
s vv














         
n

s
s l

L Standardabweichung : 
(des Mittelwertes) 

Varianz : 

2 ll ss Standardabweichung : 
(Einzelwert) 
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2.2   m-Dimensionale Kovarianzmatrix 

 

 

 

2.3   Standardisierte Normalverteilung 

                dYYfaFbFbLaP
b

a
                                     

 
  1  ,0 ~

,~ 2

NL

NL 
 

 

 mLLL 21L





















mnnn

m

m

mn

lll

lll

lll









21

22212

12111

,
L

























2
321

3
2
33231

223
2
221

11312
2
1

,

mmmm

m

m

m

mm















llΣ

ji
ji

ij
ij

jijiijij





   für                 







   :entnskoeffiziKorrelatio  

                         :Kovarianz       
miii 12    für           :Varianz

m-Dim. Zufallsvektor: 

       
       
       

       























m
T
m

T
m

T
m

T
m

m
TTTT

m
TTTT

m
TTTT

mm

EEEE

EEEE

EEEE

EEEE

εεεεεεε

εεεεεεεε

εεεεεεε

εεεεεεεε

Σll











321

3332313

2322212

1312111

,
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2.3.1   Konfidenzbereich für den Erwartungswert einer Zufallsgröße L 

 
 
 
 

Konfidenzbereich einer Standardabweichung 

 








ikanthochsignif

tsignifikan
 z.B.  vorzugeben ist 

ˆ01,0

ˆ05,0




Bereich (Intervall) um einen Messwert L ~ N(,2), in dem sich der Erwartungs-
wert L mit einer vorgegebenen Sicherheitswahrscheinlichkeit S=1- befindet. 
 (Bei bekanntem L ist der Bereich um L definiert) 

a l b

1
2



l

2


Konfidenzbereich

a l b

1
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  aP L

2
)(

  bP L
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xfxxf stxstxP

Fall 2: Empirische Standardabweichung s bekannt 
fsx x  und    mit      :gegeben ˆˆ

      1ˆˆ ˆ1ˆˆ1 22
xxx YxYxP

Fall 1: Theoretische Standardabweichung  bekannt 
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Bereich (Intervall) um die empirische Standardabweichung s, in dem sich die 
theoretische Standardabweichung  mit einer vorgegebenen Sicherheitswahr-
scheinlichkeit S=1- befindet.  
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

bPaP

baP





 


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2.3.2   2D-Konfidenzbereich: Die Konfidenzellipse 

Zufallsvektor: 









2

1

l

l
L      mit 

 
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
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2
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Bereich um eine Realisierung von L ~ N(,LL), in dem sich 
der Erwartungswert L mit einer vorgegebenen Sicherheits-
wahrscheinlichkeit S=1- befindet. (Bei bekanntem L ist der 
Bereich um L definiert) 
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
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Konfidenzellipse bei vorliegendem s0
2 und f aus Ausgleichung 
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Helmertsche Fehlerellipse 
 

Richtungswinkel der großen Halbachse: 
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Die Helmertsche Fehlerellipse ist kein statistisches Maß im Sinne eines Konfidenzbereichs. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die wahre Punktlage innerhalb der Fehlerellipse liegt, ist abhängig von der Anzahl der Freiheits-
grade des Netzes. 
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Helmertsche Fehlerellipsen und Konfidenzellipsen (aus Pelzer: Geodätische Netze in Landes- und Ingenieurvermessung, 1985) 

 
 
 

2.4   Prinzip statistischer Tests 
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2.4.1   Annahme- und Verwerfungsbereich bei statistischen Tests 
 
Einseitig: 

 
 

 
 
Zweiseitig: 

 
 
 
 
 S = (1-) : Sicherheitswahrscheinlichkeit 

  = (1-) : Testgüte 

  : Irrtumswahrscheinlichkeit für Fehlschluß 1. Art 
  „falscher Alarm“ 

  : Wahrscheinlichkeit für Fehlschluß 2. Art  
  „verschlafener Alarm“ 
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2.4.2   Unterschied zwischen Tests „gegen 0“ und „gegen x“ 
 
 
Test eines Einzelwertes (Mittelwertes) — „theoretisch, einseitig gegen 0“ 

Theoretische Standardabweichung, „einseitige Fragestellung“ gegen Null 
 

 
 
 
 
 

Test eines Einzelwertes (Mittelwertes) — „theoretisch, einseitig gegen x“ 

Theoretische Standardabweichung, „einseitige Fragestellung“, gegen Erwartungswert 
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2.4.3   Unterschied zwischen Tests „theoretisch“ und „empirisch“ 
 
 

Test eines Einzelwertes — „theoretisch, zweiseitig gegen x“ 

Theoretische Standardabweichung, „zweiseitige Fragestellung“, gegen Erwartungswert 
 

 
 
 
 
 

Test eines Einzelwertes — „empirisch, zweiseitig gegen x“ 

Empirische Standardabweichung, „zweiseitige Fragestellung“, gegen Erwartungswert 
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2.4.4   Tests quadratischer Größen 
 
 

Test zweier Varianzen (Standardabweichungen) 
 

 
 
 
 
 
 
 

Test einer empirischen Varianz gegen eine theoretische 
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2.4.5   Tests quadratischer Größen (z.B. von Vektoren) 
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Test quadratischer Form  —  theoretisch (bei 0
2) 

 
 
 
 

Test quadratischer Form  —  empirisch (bei s0
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ikant"hochsignif"

t"signifikan"




ˆ01,0

ˆ05,0




annehmen) (   verwerfen 

verwerfen) (   annehmen :ngEntscheidu

A01,,

A01,,

HHˆ
HHˆ












fq

fq

FF

FF

f

fsfs
sfff 2

2
01

2
02

021
21           




gerechnet mit direkt mit statt   wirdist, regulär  Wenn 1
dddddd QQQ
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3   Varianz-/Kovarianzfortfplanzung (früher „Fehlerfortpflanzung“) 

 

 

 

 

Funktionaler Zusammenhang 

 
),,,()( 21

1,
n

n
lllfX  L

Fall 1:  unkorrelierte Beobachtungen, eine Zielgröße  

Totales Differential 

 
 
 

2

2

2

2

2

2

2

1

2 )()()(
21 nl

n
llX lll

 

































LLL



Differentialquotienten („partielle Ableitungen“) 

 
 
 

ni
i

n

i l

lllf

l
,,2,1        

),,,()( 21 











für
L

Korrelationen 
werden 
vernachlässigt !!!!

Funktionaler Zusammenhang 
 
 
 
 
 
 









































),,,(

),,,(

),,,(

)(           

21

212

211

2

1

1,1,1,

nu

n

n

u

nuu

lllf

lllf

lllf

X

X

X











LΦX

Fall 2:  (korrelierte) Beobachtungen, (korrelierte) Zielgröße(n) 

Funktionalmatrix 
 
 
 
 
 
 
 























































n

uuu

n

n

nu

lll

lll

lll

)()()(

)()()(

)()()(

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

,

LLL

LLL

LLL

F









Differentialquotienten („partielle Ableitungen“) 

 
uk

ni

i

nk

i

k

l

lllf

l ,,2,1

,,2,1
        

),,,()( 21















für
L

Berücksichtigung aller Korrelationen

=> strenge Fortpflanzung !!! 

Allgemeines Kovarianzfortpflanzungsgesetz 
(„Allgemeines FFG“) 

 
 un

T

nnnuuu ,,,,

FΣFΣ LLXX 
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4   Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen 
(Gauß-Markov-Modell) 

 

Ausgleichungsansatz 

LXΦ
~

)
~

(   
 
 

4.1   Funktionales Modell 
Anzahl der Beobachtungen: n  

Anzahl der Unbekannten: u  

Genäherte Unbekannte:       00201
,1

0 u
T

u

XXX X  

Beobachtungsvektor:  n
T

n
LLL 21

,1
L  

Wahre Beobachtungen:  n

T

n
LLL
~~~~

21
,1

L  

Genäherte Beobachtungen: )(
1,
0

1,1,
0

unn

XΦL   

Gekürzte Beobachtungen: 
1,
0

1,1, nnn
LLl   

Nichtlineare Verbesserungsgleichungen: )(ΦvLL
u,

jjjj
1

ˆˆ X  

Konfigurations- bzw. Designmatrix: 


















































































001

0

1

01

1

0
,

)()(

)()(

)(

u

nn

u

un

X

Φ

X

Φ

X

Φ

X

Φ

XX

XX

X

XΦ
A







 

Linearisierte Verbesserungsgleichungen: 
1,,1,1,1,

ˆˆ
uunnnn
xAvll   

 
4.2   Stochastisches Modell 

Kovarianzmatrix der Beobachtungen: 























2
2211

22
2
21221

112112
2
1

,

),(E

nnnnn

nn

nn

T

nn














LLLL εεΣ  

Abweichungsvektor: 
1,1,1,

~
nnn

LLεL   

Varianz der Gewichtseinheit (a priori): 2
0  

Kofaktormatrix der Beobachtungen: 
nnnn ,

2
0,

1
LLLL ΣQ 


 

Gewichtsmatrix: 
nnnn ,

1

,

 LLQP  
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4.3   Ausgleichungsalgorithmus 
 
 

Normalgleichungen 

0nxN  ˆ  
 
Normalgleichungsmatrix: 

unnnnu

T

uu ,,,,
APAN   

 
Absolutgliedvektor: 

1,,,1, nnnnu

T

u
lPAn   

 
Inversion der Normalgleichungsmatrix: 

uuuu ,

1

,
ˆˆ

 NQ xx  

 
Ausgeglichene gekürzte Unbekannte: 

1,
,

ˆˆ
1,

ˆ
u

uu
u

nQx
XX
  

 

Vektor der Verbesserungen: 
1,1,,1,

ˆ
nuunn
lxAv           ist zu minimieren :   min

1,,,1


nnnn

T vPv  

 
Ausgeglichene gekürzte Beobachtungen: 

1,1,1,

ˆ
nnn
vll   

 
Ausgeglichene Beobachtungen: 

1,1,1,

ˆ
nnn
vLL   

 
Ausgeglichene Unbekannte: 

1,1,
0

1,
ˆˆ

uuu
xXX   

 

Ausgleichungsprobe: )ˆ(ˆ
1,1,1, unn

XΦ
!

L   

 

Varianz der Gewichtseinheit (a posteriori): 
un

s
T





vPv2

0  

 
Kovarianzmatrix der ausgeglichenen Unbekannten:  

uuuu

s
,

ˆˆ
2
0

,
ˆˆ XXXX

QΣ   

 
Kofaktormatrix der ausgeglichenen Beobachtungen: 

nu

T

uu
un

nn
,

,
ˆˆ

,
,

ˆˆ AQAQ
XXLL
  

 
Kofaktormatrix der Verbesserungen:   

nnnnnn ,
ˆˆ

,,
LLLLvv QQQ   
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Standardableitungen für die Designmatrix 
0

,

)(












X

XΦ
A

un
 

 
 
I   Höhenbestimmung durch Nivellement 
 

 )(ΦvLL
u,

jjjj
1

ˆˆ X    ˆ ˆ ˆ
ik ik ik k ih h v H H       

 
Differentialquotienten: 
 

 
0

1ik

i

h

H

 
   

   
0

1ik

k

h

H

 
   

 

 
 
 
II   Punktbestimmung durch Streckenmessung 
 

 )(ΦvLL
u,

jjjj
1

ˆˆ X    2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )ik ik ik i k i ks s v x x y y       

 
Differentialquotienten: 
 

 0

0

cosik
ik ik

i

s
t a

x

 
     

  0

0

cosik
ik ki ik

k

s
t a a

x

 
       

 

 

 0

0

sinik
ik ik

i

s
t b

y

 
     

  0

0

sinik
ik ki ik

k

s
t b b

y

 
       

 

 
 
 
III   Punktbestimmung durch Richtungsmessung 
 

 )(ΦvLL
u,

jjjj
1

ˆˆ X    
ˆ ˆ

ˆ ˆarctan
ˆ ˆ

k i
ik ik ik i

k i

y y
r r v o

x x

 
     

 

 
Differentialquotienten: 
 

 
0

0

0

sinik ik
ik

i ik

r t
c

x s


 
      

  
0

0

0

sinik ik
ik ki

k ik

r t
c c

x s


 
        

 

 

 
0

0

0

cosik ik
ik

i ik

r t
d

y s


 
      

  
0

0

0

cosik ik
ik ki

k ik

r t
d d

y s


 
        

 

 

 
0

1ik

i

r

o

 
   

    mit: 
200gon


  
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4.3.1  Nachträglich aus den Ausgleichungsergebnissen abgeleitete Größen 
 
Ausgleichungsergebnisse gehen als korrelierte „Beobachtungen“ ins allgemeine Kovarianzfortpflan-
zungsgesetz ein  strenge Ableitung korrelierter Zielgrößen nach der Ausgleichung 
 
Gegeben (aus der Ausgleichung) : 

1,1,
0

1,
ˆˆ

uuu
xXX      mit    

uuuu

s
,

ˆˆ
2
0

,
ˆˆ XXXX

QΣ   

Daraus abzuleiten:   u* neue Unbekannte: )ˆ(ˆ
1,1*,1*,

*

uuu
XΦX      mit    

**,
ˆˆ *

uu
XX

Σ  

 
 
 
 
 
 
 

4.3.2  Freie Netzausgleichung (Vermittelnde Beobachtungen) 
 

Normalgleichungsmatrix: 
unnnnu

T

uu ,,,,
APAN   

 
Absolutgliedvektor: 

1,,,1, nnnnu

T

u
lPAn   

 
Inversion der Normalgleichungsmatrix: 

uuuu ,

1

,
ˆˆ

 NQ xx  Für „freies Netz“ det(N) = 0 

   N nicht invertierbar !!! 
 
 
 

 Keine Festpunkte   Keine Lagerung des Netzes  Linear-abhängige Spalten in A und N

Funktionalmatrix 
 
 
 
 
 
 
























































u

uuu

u

u

uu

xxx

xxx

xxx

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

ˆ
)ˆ(

*

2

*

1

*

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

*,

XXX

XXX

XXX

F









Differentialquotienten („partielle Ableitungen“) 
 
 

*,,2,1

,,2,1
        

ˆ
)ˆ,,ˆ,ˆ(

ˆ
)ˆ( 21

uk

ui

i

nk

i

k

x

xxxf

x 













für
X

Berücksichtigung aller Korrelationen 

=> strenge Fortpflanzung !!!  

Allgemeines Kovarianzfortpflanzungsgesetz 
(„Allgemeines FFG“) 

 
 

*,,
ˆˆ

*,**,
ˆˆ *

uu

T

uuuuuu

FΣFΣ
XXXX


Funktionaler Zusammenhang 
 
 
 
 
 
 











































)ˆ,,ˆ,ˆ(

)ˆ,,ˆ,ˆ(

)ˆ,,ˆ,ˆ(

)ˆ(           ˆ

21*

212

211

*
*

*
2

*
1

1,1*,1*,

*

uu

u

u

u

uuu

xxxf

xxxf

xxxf

X

X

X











XΦX
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Datumsverfügung: Festlegen der Lagerung, der Orientierung und des Maßstabs des Netzes  

Jeder nicht verfügte Datumsparameter d führt zu einem Rangdefekt in A bzw. N  rg(A)=rg(N)=u-d  
 

        
 
Gesucht: Alternative zu N-1 : 
 

uddu

T

uuuu ,,,,
BBNN       mit  möglich! ist   

uuuu ,

1

,
   0)det(  NN  

Pseudoinverse: 
uddu

T

uddu

T

uuuddu

T

uuuu ,,

1

,,,,,,

1

,
)( BBBBNBBNN    

 
Inversion der Normalgleichungsmatrix: 

uuuu ,,
ˆˆ

 NQ xx                     Weiter im Algorithmus mit 
uu ,

N  

 
Ausgeglichene gekürzte Unbekannte: 

1,
,

ˆˆ
1,

ˆ
u

uu
u

nQx
XX
  

   
 
Bei der Ausgleichung mit 

uu ,

N  ergibt sich ein Vektor der gekürzten Unbekannten 
1,

ˆ
u
x , der eine minimale Länge 

hat ( minˆ
1,


u
x ). Dies entspricht der Forderung nach „minimalen Restklaffen“ bei der Helmert-Transformation. 

Des weiteren gilt für 
uuuu ,,

ˆˆ
 NQ xx , dass diese Matrix eine minimale Spur aufweist ( min)(

,
ˆˆ 

uu

Sp xxQ ). Dies ent-

spricht der Forderung nach minimalen Verbesserungsquadraten. 
 

1-D Netz :             m

ud

zzzz

mmmmz
m




32

,

     1    

1111
,1

 nTranslatioB  

 
2-D Netz: 

mm

mm

mm
ud

xyxyxyxy

qqqqqqqq

qqqqqqqq

mmmm

mmmm

m

z

x

y

m










3322

332211

332211
,

          1        1    

10101010

01010101

2,4






























 Maßstab

 Rotation

 nTranslatio

 nTranslatio

B  

 












m

i
iiSiiSii

m

i
iS

m

i
iS qsfaktorNormierung

YYXXenndifferenzKoordinate

Y
m

YX
m

XtSchwerpunk

1

22
11

1
  :         

:

11
:

00

00


 

Maximale Anzahl Datumsparameter d: 

3-D Netz: - 3 Translationen (Verschiebungen in X,Y,Z) 
 (d=7) - 3 Rotationen (Drehungen um X,Y,Z) 
  - 1 Maßstab m 

2-D Netz: - 2 Translationen (Verschiebungen in X,Y) 
 (d=4) - 1 Rotation (Drehung um Z) 
  - 1 Maßstab m 

1-D Netz: - 1 Translation (Verschiebung in X,Y,Z) 
 (d=1)  
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4.4   Unterschiedliche Datumsfestlegungen in einem Lagenetz 
 

4.4.1  Zwangsfreie Netzausgleichung 

 

13                                          

0
kteDatumsdefe

der Anzahl

 7 
 25 

17
nUnbekannte

der Anzahl

 30

30
genBeobachtun

der Anzahl






















 dunf

ngenOrientieru
nKoordinateRichtungen

 

 
 

4.4.2  Freie Netzausgleichung - Gesamtspurminimierung 

 

13                                          

 1 
 1 

 2 

4
kteDatumsdefe

der Anzahl

 7 
 27 

21
nUnbekannte

der Anzahl

 30

30
genBeobachtun

der Anzahl

















 











Maßstab
Rotation

nenTranslatio
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4.4.3  Freie Netzausgleichung - Teilpurminimierung 
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4.4.4  Netzausgleichung unter Zwang 
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(Abbildungen aus Pelzer: Geodätische Netze in Landes- und Ingenieurvermessung, Hannover 1985) 
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5   Allgemeinfall der Ausgleichungsrechnung 
(Gauß-Helmert-Modell) 
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5.4   Stochastisches Modell 

Kovarianzmatrix der Beobachtungen: 
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5.3   Ausgleichungsalgorithmus 
 

 

Normalgleichungen 

0
0

w

x

k

0A

ABQB LL







































 

1,

1,

1,

1,

,,

,,,,

ˆ
u

r

u

r

uuru

T

urrn

T

nnnr

 

 

 

Auflösung der Normalgleichungen: 








































1,

1,

,
22

,
21

,
12

,
11

1,

1,

ˆ
u

r

uuru

urrr

u

r

0

w

QQ

QQ

x

k
 

 

Elemente der Blockmatrix: 

1

,

1

,,,,,
22






















 
urrn

T

nnnrru

T

uu

ABQBAQ LL  

 
uuurrn

T

nnnrur ,
22

,

1

,,,,
12 QABQBQ LL 







 


 

 
urru ,
12

,
21 QQ   

 





 






 



ruurrrrn

T

nnnrrr ,
21

,,

1

,,,,
11 QAEBQBQ LL  



 Prof. Dr.-Ing. Karl Foppe 
 Repetitorium Ausgleichungsrechnung  —  5. März 2009 27 

Korrelatenvektor:   
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6   Ausgleichung bedingter Beobachtung 
 
 

Ausgleichungsansatz 
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6.1   Funktionales Modell 
 
Anzahl der Beobachtungen: n  
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6.2 Stochastisches Modell 
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6.3   Ausgleichungsalgorithmus 
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7   Informationen der Kovarianz bzw. der Kofaktormatrix 
 
 

 
 
 

(aus Pelzer: Geodätische Netze in Landes- und Ingenieurvermessung, Hannover 1985) 
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Beispiel: Konfidenzbereich eines Mittelwertes
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Beispiel: Konfidenzbereich einer Standardabweichung
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Beispiel zur Kovarianzfortpflanzung (1)
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


P

P

u x

y
1,

X

gegeben:

gesucht:
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Beispiel zur Kovarianzfortpflanzung (2)

S

t D

P
x

y

Differentialquotienten („partielle Ableitungen“)

t
D

y

l
P sin

)(

1

1 





 L

t
D

x

l
P cos

)(

1

2 





 L

tD
t

y

l
P cos

)(

2

1 





 L

tD
t

x

l
P sin

)(

2

2 





 L

Funktionaler Zusammenhang:

 mP

P

P

P

tDx

tDy

x

y

tDf

tDf

x

y

























































347,3193

924,5700

cos

sin
        

),(

),(

)(

)(

0

0

2

1

2

1

L

L

)(
1,1,1, nuu

LΦX  









t

D
n 1,
Lmit  

Funktionalmatrix














































1

1

2

)(2

1

)(2

2

)(1

1

)(1

, sincos

cossin

tDt

tDt

ll

ll

nu LL

LL

F

 gon200mit  

Allgemeines Kovarianzfortpflanzungsgesetz




























































2
2

2

1947,7531581,4212-
581,4212-618,4138

14,523112-5,455680

0,3516610,936127

2 0,90

02 0,400

14,523112-0,351661

5,4556800,936127

mm

T
LLXX

xyx

xyy

mgon

mm

PPP

PPP

         FΣFΣ




53,0
44,133424,8679

581,4212-
             

 13344475311947

 8679244138618
2

2









PP

PP

PP

PP

PP

xy

xy
xy

xx

yy

mm,,σσ

mm,,σσ





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

Beispiel Kovarianzfortpflanzung — „Richtungssatz  Winkel“


r1

r4

r3

r2

 gon
r

r

r

r





















4

3

2

1

1,4
L

 2
4

3

2

1

25,0

25,0

25,0

25,0

2

2

2

2

,

mgonr

r

r

r

nn

















































LLΣ

Beobachtungsvektor:
(Richtungen) 

Frage: Wie groß sind ,  und  sowie die dazugehörigen Genauigkeiten?

mgonrrrr  5,0
4321
 
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Beispiel Kovarianzfortpflanzung — „Richtungssatz  Winkel“




r1

r4

r3

r2
Allgemeines Kovarianzfortpflanzungsgesetz

 gon
rr

rr

rr

Φ

Φ

Φ
























































14

13

12

1

2

1

1,3

)(

)(

)(

L

L

L

X





432

4,3

 1

3

2

1

1001

0101

0011
)(

rrrr

Φ

Φ

Φ









































L

LΦ
F

  

































2

2

2

3,44,44,33,3
25,025,025,0

25,05,025,0

25,025,05,0











mgon

TFΣFΣ LLXX


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Beispiel Kovarianzfortpflanzung — „Richtungssatz  Winkel“




r1

r4

r3

r2

  

































2

2

2

3,44,44,33,3
25,025,025,0

25,05,025,0

25,025,05,0











mgon

TFΣFΣ LLXX

mgon 0,715,0   

5,0
22













 5,0  

Standardabweichungen:

Korrelationen:

Ergebnisse der Kovarianzfortpflanzung können als „abgeleitete 
Beobachtungen“ in weitere Berechnungen eingehen:

un*
uunn

un
                und     

,**,
1,1*,

*
* mitXXLL

ΣΣXL
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Vermittelnde Beobachtungen

LXΦ
~

)
~

( 
(Gauß-Markov-Modell)

Klassifizierung der Ausgleichungsmodelle

(Gauß-Helmert-Modell)

Allgemeinfall der Ausgleichungsrechnung

0XLΦ )
~

,
~

(

Bedingte Beobachtungen

0LΦ )
~

(



— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 11

Ausgleichung nach 
vermittelnden Beobachtungen

Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung

Vermittelnde Beobachtungen

LXΦ
~

)
~

( 
(Gauß-Markov-Modell)
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Nivellementsnetz

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

 m
h

h

h

h

h

h
































































4546,1

2972,0

7561,0

9018,1

6049,1

4468,0

6

5

4

3

2

1

1,6
L

gsvektorBeobachtun

mH A 1630,102

 

 kmhkmi

km

kmh

h

h

h

h

h

i
D

km

mm

D

D

D

D

D

D











































































 4,0

2,8

0,7

1,9

2,4

3,1

1,3

6

5

4

3

2

1

Linien-Niv. der Länge

  



































2
ˆˆˆˆˆ

ˆˆ
2
ˆˆˆ

ˆˆˆˆ
2
ˆ

3,3
ˆˆ

3

2

1

1,3

32313

32212

31211

mit       
ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

HHHHH

HHHHH

HHHHH

m
H

H

H





XX
ΣX

nvektorUnbekannte



— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 13

Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Freiheitsgrade

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

 m
h

h

h

h

h

h
































































4546,1

2972,0

7561,0

9018,1

6049,1

4468,0

6

5

4

3

2

1

1,6
L

gsvektorBeobachtun

mH A 1630,102

 m
H

H

H



















3

2

1

1,3
ˆ

ˆ

ˆ

X̂

nvektorUnbekannte

3       0              3              6       

kteDatumsdefe
der Anzahl 

nUnbekannte
der Anzahl 

genBeobachtun
der Anzahl 





dun

f
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Verbesserungsgleichungen

mH A 1630,102

 m
H

H

H



















3

2

1

1,3 ˆ

ˆ

ˆ

X̂

Unbekannte




































































































































12

32

13

2

3

1

6

5

4

3

2

1

6

5

4

3

2

1

6

5

4

3

2

1

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

HH

HH

HH

HH

HH

HH

v

v

v

v

v

v

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

A

A

A

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

)linear"nicht ("

ngenngsgleichuVerbesseru

)ˆ(ˆ
1,1,1,61,61,6 un

XΦvLL 













































)
~

,,
~

,
~

(

)
~

,,
~

,
~

(

)
~

,,
~

,
~

(

~

~

~

)
~

(               
~

 

21

212

211

2

1

1,1,1,

un

u

u

n

unn

XXXΦ

XXXΦ

XXXΦ

L

L

L











XΦL

ang ZusammenherFunktional

 m
h

h

h

h

h

h




































6

5

4

3

2

1

1,6
L

genBeobachtun


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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Näherungswerte

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

 m
h

h

h

h

h

h
































































4546,1

2972,0

1,1591

9018,1

6049,1

4468,0

6

5

4

3

2

1

1,6
L

gsvektorBeobachtun

mH A 1630,102

 mA

A

A

hH

hH

hH

H

H

H
























































103,7679

104,0648

102,6098

2

3

1

3

2

1

1,3
0

0

0

0X

Unbekannte genäherte

 m

A

A

A

HH

HH

HH

HH

HH

HH

h

h

h

h

h

h































































































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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Designmatrix
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Verbesserungsgleichungen
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Stochastisches Modell
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Stochastisches Modell
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Stochastisches Modell
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Auflösung der Normalgleichungen
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Ausgeglichene Größen
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Varianz der Gewichtseinheit
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Varianz der Gewichtseinheit (1)
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Varianz der Gewichtseinheit (2)
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Genauigkeiten der ausgegl. Größen
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Beispiel „Vermittelnde Beob.“ — Genauigkeiten der ausgegl. Größen
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Roboterkalibrierung mit Theodolitmeßsystem

Messung vom 03.08.1994,   Halle 9b,   Pruefling: ROB121

Nr.    y        x        z              Nr.    y        x       z
==============================         ===============================
1   3.3222   5.1527   2.8765            6   5.9871   7.1023   3.0063
2   3.5327   4.8021   3.5085            7   4.5210   6.2174   0.9404
3   4.0251   4.5551   4.1040            8   3.7527   4.2651   1.3573
4   5.2789   5.9982   4.4751            9   5.2142   3.2741   1.1344
5   5.3687   6.1475   4.4000           10   6.2412   6.2144   0.8072

222 )ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Nivellementsnetz (= Beispiel „Vermittelnde Beob.“)
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Näherungswerte   (= Beispiel „Vermittelnde Beob.“)

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

 m
h

h

h

h

h

h
































































4546,1

2972,0

1,1591

9018,1

6049,1

4468,0

6

5

4

3

2

1

1,6
L

gsvektorBeobachtun

mH A 1630,102

 mA

A

A

hH

hH

hH

H

H

H
























































103,7679

104,0648

102,6098

2

3

1

3

2

1

1,3
0

0

0

0X

Unbekannte genäherte

 m

A

A

A

HH

HH

HH

HH

HH

HH

h

h

h

h

h

h



































































































1,4550

0,2969

1,1581

1,9018

1,6049

0,4468

)(

00

00

00

0

0

0

0

0

0

0

0

0

12

32

13

2

3

1

6

5

4

3

2

1

1,31,61,6
00 XΦL

enBeobachtun genäherte

genäherte Unbekannte aus

… Kartenwerken
… vorhandenen Koordinaten
… Berechnung aus dem Beobachtungsmaterial

in verschiedenen Kombinationen
…

— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 32

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Beispiel „Allgemeinfall“ — Anzahl der Bedingungsgleichungen

mH A  1630,102
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Bedingungsgleichungen

mH A 1630,102
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Vektor der Widersprüche
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Designmatrix A
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Modellmatrix B
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Stochastisches Modell
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keine Änderungen gegenüber den 
„vermittelnden Beobachtungen“, 
da L nicht geändert wurde !
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Stochastisches Modell

 m
h

h

h

h

h

h




































6

5

4

3

2

1

1,6
L

mm

mm

mm

mm

mm

mm

h

h

h

h

h

h

 8,24,0

 7,04,0

 9,14,0

 4,24,0

 1,34,0

 3,14,0

6

5

4

3

2

1



























 28,24,000000

07,04,00000

009,14,0000

0004,24,000

00001,34,00

000003,14,0

2

2

2

2

2

2

2211

2222112

1112211

6,6

mm

nnnnn

nn

nn






















































2

2

2

LLΣ















Varianz-/Kovarianzmatrix der Beobachtungen:

Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Schleife I

Schleife II

Schleife III



— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 39

Beispiel „Allgemeinfall“ — Stochastisches Modell
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0 = Varianz der 

Gewichtseinheit vor 
der Ausgleichung 

(„a priori“)       .
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Auflösung der Normalgleichungen
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Ausgeglichene Beobachtungen
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Ausgeglichene Unbekannte
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Genauigkeitsangaben
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Kovarianzmatrix der ausgeglichenen Unbekannten: 
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Stadardabweichungen der ausgeglichenen Unbekannten: 
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Beispiel „Allgemeinfall“ — Genauigkeitsangaben
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Kovarianzmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen: 
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Kofaktormatrix der Verbesserungen : 
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Ausgleichung
Bedingter Beobachtungen

Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung

Bedingte Beobachtungen

0LΦ )
~

(
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Δh1
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Δh3
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H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Beispiel „Bedingte Beob. “ — Nivellementsnetz
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
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0 4,0
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1,9

2,4

3,1
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6
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4

3

2

1





Linien-Niv. der Länge

Kein Unbekanntenvektor X !

Keine Näherungswerte X0 bzw. L0 !

(= Beispiel „Vermittelnde 
Beob.“ bzw. „Allgemeinfall“)

Wird für die 
Ausgleichung 
nicht benötigt

=> Ausgleichung nur der inneren Geometrie
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Δh1

Δh2

Δh3

HA

H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Beispiel „Bedingte Beob.“ — Anzahl der Bedingungsgleichungen

• „Ableiten aus vermittelnden Beobachtungen“


      3                                   

                                                                        

3                                             

3
nBedingunge

der Anzahl

kteDatumsdefe
der Anzahl
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Δh1

Δh2

Δh3
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H1

H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Beispiel „Bedingte Beob.“ — Bedingungsgleichungen
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„aus der Geometrie“
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Beispiel „Bedingte Beob. “ — Vektor der Widersprüche
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Modellmatrix B
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Stochastisches Modell
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weichungenStandardab              tslinienNivellemen der Länge    

Δh1

Δh2

Δh3

HA
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H2

H3

Δh5

Δh6

Δh4

Schleife I

Schleife II

Schleife III

keine Änderungen gegenüber den 
„vermittelnden Beobachtungen“
oder dem „Allgemeinfall“, da der 
Vektor L nicht geändert wurde !
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Stochastisches Modell
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Stochastisches Modell
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Varianz-/Kovarianzmatrix der Beobachtungen:

Δh1
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Δh3
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Δh5

Δh6

Δh4

Schleife I

Schleife II

Schleife III

2
0 = Varianz der 

Gewichtseinheit vor 
der Ausgleichung 
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Auflösung der Normalgleichungen
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Ausgeglichene Beobachtungen
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Beispiel „Bedingte Beob.“ — Genauigkeitsangaben
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Anwendung
„Regressionsmodelle“

Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung
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Beispiel Regression — Kalibrierung einer Schlauchwaage
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Lineare Regression  als vermittelnde Beobachtungen
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Lineare Regression  als vermittelnde Beobachtungen
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Beispiel „lineare Regression“ — Stochastisches Modell
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Vermittelnde Beobachtungen — Regression (Stützstellen)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-20

0

20

40

60

80

100

120
Kalibrierung der Schlauchwaage (Regression)

Gewicht in [g]

W
as

se
rs

ta
n

d
 M

ei
ss

n
er

 [
m

m
]

Messung

Messwert



— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 63

L =
3.7675
7.1158
14.4216
25.7164
39.5972
56.3342
80.0536

100.2689

Vermittelnde Beobachtungen — Lineare Regression [g][mm]
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Vermittelnde Beobachtungen — Lineare Regression         [g][mm]
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Vermittelnde Beobachtungen — Lineare Regression         [mm][g]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-20

0

20

40

60

80

100

120
Kalibrierung der Schlauchwaage (lineare Regression)

Gewicht in [g] (beobachtet)

W
as

se
rs

ta
n

d
 M

ei
ss

n
er

 [
m

m
] 

(f
eh

le
rf

re
i)

Messung

Messwert

Regression

Ausgeglichen
vg

Lg

 mmg MeissnerGewicht  0,781899,19][

— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 66

Vermittelnde Beobachtungen — Lineare Regression
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Allgemeinfall — Lineare Regression
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Polynom-Regression  als vermittelnde Beobachtungen
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Multiple Regression  als vermittelnde Beobachtungen
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Ergebnis der Regression
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Regression — Überprüfung der Varianz der Gewichtseinheit
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Globaltest der Regressionsparameter
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Individualtest der Regressionsparameter (multipler Test)
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Anwendung
„Homogenisierung von Flurkarten“

Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung
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Homogenisierung von Flurkarten ─ Definition

Unter Homogenisierung wird die (schrittweise) Verbesserung der 
Metrik einer digitalisierten Grundrisssituation durch Einbringen von 
Zusatzinformation in den graphischen Datenbestand verstanden. 
Dadurch kann ein einheitlicher Raumbezug hergestellt werden.

(Gläßel/Fritsch 1991)
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Homogenisierung von Flurkarten ─ Aufgaben

1. Digitale Erfassung analoger Flurkarten durch Scan- oder Digitalisierverfahren

2. Numerische Nachbehandlung durch
….. Transformation ins Landeskoordinatensystem (Georeferenzierung)
….. Verknüpfung benachbarter Kartenmodelle
….. Austausch der Sollpunktkoordinaten
….. Nachbarschaftstreue Interpolation von Neupunkten in das Festpunktfeld
….. Berücksichtigung kartenimmanenter geometrischer Bedingungen
….. Integration neuer Beobachtungen

Lösung:
- sequentiell ablaufende Ausgleichungsverfahren im hierarchischen Modell
- simultane Homogenisierung durch Ausgleichung im hybriden Modell
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ALKIS

 ALK (Automatisierte Liegenschaftskarte)

+ ALB (Automatisiertes Liegenschaftsbuch)

= ALKIS:  Amtliches LiegenschaftskatasterInformationssystem
(Modell zur Beschreibung aller im Liegenschaftskataster zu 
führenden Objekte sowie aller Geschäftsprozesse zur Führung 
und Benutzung der geführten Objekte)
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5-Parameter – Transformation
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6-Parameter – Affin-Transformation
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Transformationsansätze

affin

„Helmert“

kongruent

Name

Translationen X0,Y0, Rotationen φx,φy, Maßstäbe mx,my66-P-T

Translationen X0,Y0, Rotation φ, Maßstäbe mx,my55-P-T

Translationen X0,Y0, Rotation φ, Maßstab m44-P-T

Translationen X0,Y0, Rotation φ33-P-T

Zu schätzende UnbekanntePara-
meter

Transf
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Transformation ohne Randanpassung

(Eylert/ Wilke, 2003)
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Grundlagen zur Liegenschaftskarte in digitaler Form 

 Grundlage zur Umstellung von der analogen zur digitalen 
Liegenschaftskarte sind Passpunkte zur Georeferenzierung der 
Flurkarten

 Frühere ALK-Erfassungsmethoden basierten auf 6 Passpunkten je Flur

 Problem: In vielen Gebieten (früher insbesondere in den fünf neuen 
Bundesländern) sind nicht genügend Passpunkte vorhanden und 
lassen sich auch nicht in kurzer Zeit bereitstellen

 Lösung: „Verkettete Transformation“ als Standardverfahren im Umfeld 
von Geo-Informationssystemen
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Verkettung über „topologische Modellierung“
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Verkettung über „Pseudobeobachtungen“
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Ergebnis der verketteten Transformation

(Eylert/ Wilke, 2003)
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Restklaffenverteilung mittels Interpolationsverfahren

• grafische Verfahren (für numerische Behandlung ungeeignet)

• Interpolationsfunktionen können beliebige Funktionen z(x)
sein, die in der Stützstelle xi den Stützwert zi liefern

Häufig zur Restklaffenverteilung genutzt:

• Abstandsgewichteter Ansatz

• Multiquadratische Interpolation

• Membranmethode

Restklaffenverteilung
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Restklaffenverteilung – Ermittelung von Nachbarschaften

n-Punkt-Kriterium

d

Abstandskriterium

Sektorenmethode I

Sektorenmethode II

Natural-Neighbour
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Restklaffenverteilung mittels abstandsgewichteter Interpolation
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• Geradenbedingung

• Rechtwinkelbedingung

• Parallelenbedingung (mit/ohne Abstand)

• Abstände: Punkt-Punkt oder Punkt-Gerade (┴)

• Kreisbedingungen

• Splines

• …

Geometrische Bedingungen
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Geradenbedigung
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Rechtwinkelbedingung
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Parallelitätsbedigung
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Automatisiertes Aufstellen der Bedingungen und deren Diagnose

P2P1 P3

P4

P5

P6

Automatisch gefundene Bedingungen:

Gerade: P1P2P3,   P1P2P6

Rechtwinkel:   P1P2P4,   P4P2P6,   P4P2P3,   P5P4P2,   P6P5P4

Automatische Elimination falscher Bedingungen aus dem Kontext 
der Karte (Digitalisierreihenfolge, Widersprüchen, Redundanzen, …)

Situation:

Gebäude P2P4P5P6 steht mit P2 leicht 
gedreht auf der Grenze P1P3
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Arbeitsschritte bei der Homogenisierung

• Anhalten von Sollkoordinaten durch Koordinatenaustausch und Restklaffenberechnung
(Steigerung der äußeren Genauigkeit) 

• Flächenhafte Restklaffenverteilung aus den Sollpunkten, wahlweise abstandsgewichtet oder 
multiquadratisch, d.h. Transformation und Interpolation im simultanen Ausgleichungsschritt 
(Steigerung der äußeren Genauigkeit) 

• Ausgleichung von multipler Information für identische Punkte (Rand- und 
Sollpunktzuordnung), verkettete 5-Parameter-Transformation für benachbarte Modelle 
(Steigerung der äußeren Genauigkeit) 

• Implizite Ausgleichung und gewichtete Berücksichtigung geometrischer Bedingungen wie 
Geradlinigkeiten, Parallelitäten, rechter Winkel, Abstände zwischen Punkten oder zwischen 
Punkten und Geraden (Erhalt der geometrischen Qualität) 

• Erhalt der in der Regel hohen Nachbarschaftsgenauigkeit der Daten durch flächendeckende 
Dreiecksvermaschung und Restklaffenverteilung über diese Dreiecke (Übertragung und Erhalt 
der inneren Nachbarschaftsgenauigkeit, d.h. Ableitung gebrauchsfähiger, nachbarschaftstreuer 
Koordinaten) 

• Automatisierte Fehlersuche in allen Daten, wahlweise mittels data-snooping (statistisch) oder 
mittels Absolutbeträgen in den Verbesserungen (Steigerung der Zuverlässigkeit der Ergebnisse) 

• Ausgabe statistischer Angaben und der Standardabweichungen der Ergebnisse (Steigerung 
der Zuverlässigkeit und der Interpretierbarkeit der Ergebnisse). 
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Lösung
- sequentiell im hierarchischen 
Modell

- simultan im hybriden Modell

Ausgleichungsmodelle zur Homogenisierung von Flurkarten

Vermittelnde 
Beobachtungen: 1,1,1,

~
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(Hettwer/Benning, 2004)
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Zur Interpretation der Ausgleichungsergebnisse

• Informationen der Kovarianz bzw. der Kofaktormatrix
• Freiheitsgrade
• Schlußprobe
• Ausreißer
• So zu Sigma0 (Globaltest) / Wahl von Sigma0
• Individualtest
• Varianzkomponentenschätzung
• Zuverlässigkeitsparameter
• Genauigkeitssteigerung
• Korrelationen insbesondere GPS
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Freiheitgrade

eine Schleife  f=1

I

- Höhenbolzen an Pfeilern mehrfach vom dem selben Standpunkt beobachtet 
(Latte neu aufgesetzt, erneut angezielt und fokussiert)
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Freiheitgrade

eine Schleife  f=1

zweite Schleife, die mit der ersten zu Mitteln ist  es bleibt bei f=1

I
(II)

- Höhenbolzen an Pfeilern mehrfach vom dem selben Standpunkt beobachtet 
(Latte neu aufgesetzt, erneut angezielt und fokussiert)

- Zweiter Standpunkt, Pfeiler wiederum mehrfach angezielt (Latte stets neu 
aufgesetzt, erneut angezielt und fokussiert)



— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 101

Freiheitgrade

eine Schleife  f=1

I

II III
IV

VVI

- Höhenbolzen an Pfeilern mehrfach vom dem selben Standpunkt beobachtet 
(Latte neu aufgesetzt, erneut angezielt und fokussiert)

fünf zusätzliche Schleifen,   Summe f=6

- Zweiter Standpunkt „umeditiert“, die Anzielung zu jedem zweiten Pfeiler 
herausgenommen
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Freiheitgrade

eine Schleife  f=1

I

VII VIII

IX
X

XI

nochmals fünf zusätzliche Schleifen,   Summe f=11

- Die herausgenommenen Anzielungen des zweiten Standpunkts hinten 
angefügt, so dass nun die „anderen zweiten“ Pfeiler genutzt werden.
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Bedingungsdichte B

Verhältnis B zwischen der Anzahl der Überbestimmungen f
(Freiheitsgrade) und der Anzahl der Beobachtungen n

Grenzen : 10  B

n

f
B Bedingungsdichte : 



kteDatumsdefe
der Anzahl

nUnbekannte
der Anzahl

genBeobachtun
der Anzahl

                                          dunf Anzahl der Freiheitsgrade : 
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Haupt- oder Schlussprobe

Nach der Ausgleichung: Einsetzen der ausgeglichenen Größen in das nichtlineare 
funktionale Modell (Ausgleichungsbedingung)

)ˆ(ˆ
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Allgemein

- Kontrolle aller Berechnungen nach Aufstellung des funktionalen und stochastischen 
Modells

- Größenordnung bei Berechnungen mit Computern von 1•10-6 oder besser

- Ursachen für größere Abweichungen sind oft ungenaue Näherungswerte; dann evtl. Abhilfe 
durch Iteration

- Weist hin auf Fehler im funktionalen Modell (falscher funktionaler Zusammenhang) und im  
stochastischen Modell (falsche Gewichtung)
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Überprüfung der Varianz der Gewichtseinheit

Varianz der Gewichtseinheit a priori
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Im Falle der Annahme von HA bzw. 
s0 außerhalb des Konfidenzbereichs, 
müssen das stochastische und das 
funktionale Modell überprüft und 
entsprechend korrigiert werden !
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Zusammenhang 0
2 und s0

2

 

 
f

f

f

f
s

T

T

T

T

vΣv

vΣv

vQv

vPv

LL

LL

LL




























1

2
0

1

2
0

1

2
0

1





Eine Änderung von 0
2 bewirkt 

eine lineare Änderung von s0
2

Varianz der Gewichtseinheit a priori
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Varianz der Gewichtseinheit a posteriori
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Wenn sich 0
2 und s0

2 signifikant unterscheiden, 
müssen Änderungen im stochastischen Modell 
(direkt in LL) oder im funktionalen Modell (so 
dass sich v ändert) vorgenommen werden
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Beispiel Ausgleichungsausdruck („HANNA“)

1  UNIVERSITAET  HANNOVER                                       Hannover, den 10. 1.1996
Geodaetisches Institut                                                       11:16:49
Projekt:                                                     Seite        13

FREIHEITSGRAD DER AUSGLEICHUNG  =        34
ANZAHL DER DEFEKTE              =         0

GEWICHTETE VERB.QUADRATSUMME    =       112.4864
AUSGLEICHUNGSPROBE              =       112.4864

BEDINGUNGSDICHTE                           .62

STANDARDABWEICHUNG A PRIORI     =         1.00

STANDARDABWEICHUNG A POSTERIORI =         1.82

DARAUS KONFIDENZBEREICH DER THEORETISCHEN STANDARDABWEICHUNG :
(SICHERHEITSWAHRSCHEINLICHKEIT 95 V.H.)

UNTERE GRENZE   =         1.47
OBERE  GRENZE   =         2.38

STANDARDABWEICHUNG A PRIORI AUSSERHALB DES KONFIDENZBEREICHS
FUER P = 99.5 0/0 SICHERHEITSWAHRSCHEINLICHKEIT.

*************************************************************
********* UEBERPRUEFEN SIE DAS MATHEMATISCHE MODELL *********
*************************************************************

SCHLUSSPROBE:
************
SCHLUSSPROBE FUER ALLE BEOBACHTUNGEN ERFUELLT

AUSGEGLICHENE KOORDINATEN:
*************************

PKT.NR.            Y           SY             X      SX             Z           SZ    ANZAHL
+                                                               DY      DX     DZ

(M)         (MM)           (M)     (MM)           (M)         (MM)  BEST.-ST.
+                                                               (MM)    (MM)    (MM)
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Ausreißertest („multipler t-Test“)
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Ausreißertest („Data Snooping“)

Annahme:
0)(     :0  jEHNullhypothese:

Alternativhypothese: 0)(     :  jA EH
jj

n

j

n

jj
n

L

L

L

L

L

L

L

L


























































 eL








2

1

2

1

1,

2
1

    


 YTBaarda kein Fehler in Lj

grober Fehler Δj in Lj
2

1
    


 YTBaarda

%)80  bei  001,0  z.B.(     

nj ,2,1

„Data Snooping“ : )1,0(N~
iv

i
Baarda

v
T




— Repetitorium zur Ausgleichungsrechnung — Prof. Dr.-Ing. K. Foppe, 5. März 2009 110

Zuverlässigkeitsparameter zj („Redundanzanteil“)

Allgemein : 
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Maß für die Fähigkeit einen Ausreißer Δj (groben Fehler) im Netzdesign aufzudecken
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Netzoptimierung (Wirtschaftlichkeit  Genauigkeit)    zj  0,5 optimal
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Varianzkomponentenschätzung

Für die Varianz der Gewichtseinheit gilt:
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Idee der Varianzkomponentenschätzung:

- Einzelne Beobachtungen zu m Gruppen 
zusammenfassen

- Jede Gruppe besitzt eine eigene Varianz der 
Gewichtseinheit a priori

- Für jede Gruppe die der Varianz der-

Gewichtseinheit a posteriori berechnen

- Vergleichen der Werte a priori        mit denen
a posteriori für jede Gruppe

- evtl. a priori-Werte anpassen, andere 
Gruppierungen bilden etc.
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Beispiel Ausgleichungsausdruck („HANNA“)

1  UNIVERSITAET  HANNOVER                                       Hannover, den 10. 1.1996
Geodaetisches Institut                                                       11:16:49
Projekt:                                                     Seite        16

STATISTIK DER REDUNDANZANTEILE:
******************************

BEOB.  MINIMALE   MAXIMALE  DURCHSCHN.                 REDUNDANZKLASSEN  (ANZAHL / PROZENT)
ART                   REDUNDANZ        ANZAHL   0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1.0 

5      .148       .948       .654       52      0    3    1   0    3   18    1   13    7    6
0.0  5.8  1.9  .0  5.8 34.6  1.9 25.0 13.5 11.5

REDUNDANZSUMME:    34.00000  (SOLL:     34)

VARIANZ-KOMPONENTEN-SCHAETZUNG:
******************************

BEOB.  GER.  INTERVALLKLASSE      VTPV     REDUND    ANZAHL  GRUPPEN-VARIANZ
ART     NR      VON     BIS                                  SAPR      S

(KM)    (KM)                                  (MM/MGON)

5       2                      13.3645     6.258      15    .15      .22
12                      25.1288    11.827      20    .11      .16
10                      73.9931    15.915      20    .24      .52

DATA-SNOOPING:
MAXIMALER AUSREISSER ENTDECKT BEI BEOBACHTUNG NR.     49

12               3         .0011    -.57    4.36    5
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Beispiel Ausgleichungsausdruck („HANNA“)

1  UNIVERSITAET  HANNOVER                                       Hannover, den 10. 8.1996
Geodaetisches Institut                                                       11:16:49
Projekt:                                                     Seite        16

VERZEICHNIS AUSGEGLICHENER BEOBACHTUNGEN:
****************************************

BEOB.NR.  STDPUNKT  ZIELPUNKT  BEOB.        V     STD.ABW. REDUNDANZ  NAB.L   W        ART  GNR
(M,GON)  (MM,MGON) (MM,MGON)      (MM,MGON)

1          100        207   -1.40120     .00       .18    .00000      .00   .00 -NT- 5    2
2          100          5     .00786     .06       .23    .58692      .92   .39        5    2
3            5          1    -.02845    -.35       .15    .71561      .62  2.73        5    2
4            5          6    -.01360     .00       .27    .00000      .00   .00 -NT- 5    2
5            5          2    -.03662    -.02       .25    .14832     1.37   .39        5    2
6            5         14    -.00930     .00       .27    .00000      .00   .00 -NT- 5    2
7            5         10    -.04689     .01       .25    .14832     1.37   .14        5    2
:            :          :        :        :         :         : :     :         :    :

21            4         11    -.00047    -.07       .12    .53001      .48   .99        5   12
22            4         16     .01356    -.04       .12    .53001      .48   .62        5   12
23            4         20     .02793    -.17       .12    .53001      .48  2.30        5   12
24            4         19    -.00003    -.13       .12    .57944      .46  1.65        5   12
25            4         18     .00487    -.13       .12    .56660      .47  1.76        5   12
26            4         15     .02317     .17       .09    .90200      .55  1.16        5   12
27           15         18    -.01830    -.10       .12    .57223      .46  1.29        5   12
38            1          8     .01199    -.11       .16    .93527     1.27   .33        5   10
:            :          :        :        :         :         : :     :         :    :

47           12         20     .02683     .23       .13    .76676      .60  1.73        5   10
48           12          4    -.00111    -.61       .09    .89853      .56  4.26 *GF*   5   10
49           12          3     .00113    -.57       .13    .76187      .60  4.36 *GF*   5   10
50           12          8     .01162    -.28       .12    .80643      .59  2.10        5   10
51           12          7     .00565    -.35       .13    .76676      .60  2.64        5   10
52           12         11    -.00158     .02       .13    .76676      .60   .17        5   10
53           12         17     .29699    -.01       .15    .28996      .65   .25        5   10
54           17         18    -.29322    -.12       .19    .93503     1.45   .32        5   10
55           18          1    -.00413    -.43       .17    .94620     1.44  1.11        5   10

GRENZWERT FUER DATA-SNOOPING :                                                      3.51

BEOBACHTUNGSARTEN:
1 = RICHTUNG         4 = RAUMSTRECKE          7 = Y-KOORDINATE   10 = Y-DIFFERENZ

-1 = FOLGERICHTUNG    5 = HOEHENUNTERSCHIED    8 = X-KOORDINATE   11 = X-DIFFERENZ
2 = AZIMUT           6 = ZENITWINKEL          9 = Z-KOORDINATE   12 = Z-DIFFERENZ
3 = HORIZ. STRECKE

BEMERKUNGEN:
*GF* = BEOBACHTUNG ENTHAELT GROBE FEHLER
-NT- = BEOBACHTUNG IST NICHT TESTBAR
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Ausgleichungsgewinn

Eine Ausgleichung ist immer mit einem 
Genauigkeitsgewinn verbunden.
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Es kann nur besser werden !


